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1. Integralske transformacije

1.1. Fourierova transformacija

1. Kako je definirana Fourierova transformacija? Kdaj obstaja?

Fourierova transformacija je nek operator, ki preslika funkcijo f(t), definirano v ¢asovnem prostoru,
na funkcijo F (w), definirano v frekvenénem prostoru.

Naj bo f(t) v splosnem kompleksna funkcija definirana na vsej osi in F(w) njena transformiranka
podana s funkcijo:

F@) =FIFO] = [ f@ e dr
Fourierova transformacija obstaja, Ce je transformiranka absolutno integrabilna:
[1r@lde <o

Za tako funkcijo pravimo, da je razreda L(—0, ) oziroma, da je odsekoma zvezna.
Nato lahko ocenimo:

|F(w)| = f () et dt| < flf(t)l le®t| dt = f|f(t)| dt < oo
2. Nastejte nekaj lastnosti Fouriereve transformacije!
1 Flaf@®+bg®)] = f[a f@® +bg®)]etdt=a fwf(t) e @t dt + b fg(t) elwt gt
_=aFIf(e)] +bFlg)] - -~
, Flf@)] = | fla e de - % [ oo et au = % F()

Pri reSevanju tega integrala smo uporabili zamenjavo: u = at;a # 0

3. Flf®]= ff(t)ei“’tdt= ff(t)mdtz ff(t)e-lwtdtzF(—w)

Flft—a)] = f f(t—a)e@tdt= f f(w) ele@+a) gy = f F(u) el“teion gy

= !9 F(w)

5. Flelatf(t)] = et J f(t) et dt = j f(t) e! @Dt dt = F(w + a)

3. Pokazite ¢emu je enako F[f(t — a)] in F[e'* f(t)]!

Odgovor na vprasanje 2, tocki 4 in 5.

4. QOdvajanje pri Fourierovi transformaciji (odvajanje v prostoru t in prostoru w).

Funkciji f(t) in tf (t) sta absolutno integrabilni in odsekovno zvezni.

F'(w) = f f(t) it et dt = Flit £(t)]
FO () = FIGO™ ()]
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Naj bo funkcija f(t) zvezna, odsekoma zvezna ter zvezno odvedljiva, f'(t) pa le odsekoma zvezna.
FIPOl= [ 1'@e e = e @12 -io [ 1) de = —io PIFO)]
FIfP©] = ()" FIF©)]

-t
5. Ali lahko na funkciji eyt = {8 ’ ;zg uporabite izrek F[f'(t)] = —iw F[f(t)]?
Utemeljite! ' a
e P ot — {e't, t>0
Fler]l = felte"“’tdt=fe-feiwfdt * 0, t<0
—0o 0 - 10
— 1 et(iw—l) _ 1 w
iw—1 0o 1—-iw

ilw o
FletH' = —iw Flert] =
[(e:?)] = —iw Flex'] = —

-1

-t
(e;t)rz{ e -, t>0

0, t<0
Flle;H)'] = f(e;t)’ elwt dt = —f e~telwt gt
—00 &
— 1 et(iw—l) — 1
1—-iw o Iw-—1
iw 1

=+
iw—1 iw-—1

Pri tej funkciji tega izreka ne smemo uporabiti, saj funkcija e} ! ni zvezna!

6. Inverzna Fourierova transformacija.

Za funkcije f(t), ki so odsekoma zvezne, velja inverzna funkcija:

1

O =F @] =5 [ e F@) do

Seveda Fourierova transformiranka F(w) ni nujno absolutno integrabilna, zato ta integral ne
eksistira vedno in so potrebni Se neki dodatni pogoji.

7. Konvolucija in njene lastnosti.

Funkcijo h(t) definiramo z integralom:

he) = ff(t—u)g(u)du=f*g

in jo imenujemo konvolucija funkcij f(t) in g(t). Konvolucija ima naslednje lastnosti:

L [af®]*g(®) = a[f(®) xg(®)]

2. fO*[g@®) +k@®)] = f(&) * g() + f(t) * k(1)
3. f®*g@®) =g *f(1)

4. f@O*[g@®) = k@®] = [f) * g(O)] * k(t)

Za dokaze vstavi zgornjih lastnosti vstavi njihove nastavke v integralsko definicijo konvolucije.
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Flh(®)] = f h(t) et dt = f ei“’t[ f ft—uw) gu) du] dt

(o]

= fg(u) ff(t—u) elwt dt] du
= f 9w eiwu[ f f(v) et dv] du = FIF(1)] - Flg(®)]

8. Parsevalova enacba.

Naj bosta f(t) in F(w) odsekoma zvezni, potem velja Parsevalova enacba:

1
flf(t)lzdt=§ fIF(w)IZdw

Dokaz

— j F@)? do = 5 f F(w) F@) do = 5 f F@ [ f F(©) etet dt] dow

= f () [fF(w) elwt dw] dt—— f f(®) lfF(a))e““tdw‘ dt

- jf(t)mdw flf(t)lzdt

9. Fourierova sinusna transformacija in njene lastnosti.
Naj bo f(t) liha funkcija: f(—t) = —f(¢t)
o 0

o]

Flw) = jf(t) elot Jt = ff(t) el®t dt + f F(t) elt dt

—oo —o0 0
0

= f f(—u) e™@% du + f f(t) et dt = f [f(—t) e=it + f(t) eit] dt
0 4 5

= f f@) [e't — e7] dt = Zif f(t) sin(wt) dt
0

Definicija: Sinusna Fourierova transformacija je:

FIf(0)] = F(w) = f £(®) sin(wt) dt
0

In inverzna transformacija:

[oe]

2
A=) = - f F,(w) sin(wt) dw
0
Lastnosti sinusne in kosinusne Fourierove transformacije:

L RO = =f(0) + wF[f ()]
2. FKIf'®)] = -oFlf(®)]

3. Flf"(Ol =—f'(0) — w?F[f (O]
4. FIf"®] = of (0) - 0 F[f ()]
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10. Fourierova kosinusna transformacija in njene lastnosti.
Naj bo f(t) soda funkcija: f(— t) = f(t)

Flw) = ff(t) elwt gt — ff(t) el®t dt + f F(£) elt dt
= J. f(—u) e % dt + f f(t) et dt = f[f(_t) e~iWt 4 £(b) eiwt] dt
0 0 5

= J. f(0) [et + e7t] dt = 2[ f (@) cos(wt) dt
0

Definicija: Kosinusna Fourierova transformacija je:

FLF(O)] = Fo(w) = f £(©) cos(wt) dt
0

In inverzna transformacija:

[oe]

2
R @) = 0 =+ | E) cos(t) do
0
Lastnosti kosinusne Fourierove transformacije so nastete pri odgovoru na vprasanje 9.

11. Dolocite kosinusno Fourierovo transformacijo funkcije e;t!

. 1 . ® 1 1 iw
Flest :f elwt dt_f t(iw-1) gt = tliw-1)| — _ — +
le:"] iw—1° o w—1 1+w? 1+w?
0 0
1 iw _ 1
Fleit] = Fole;t| +iFleit] =+ - Rle™l=——

1.2. Laplaceova transformacija

12. Definicija Laplaceove transformacije. Kdaj obstaja?

Definicija: Naj bo f(t) dana funkcija, definirana za vse t = 0. Funkcijo F(s),

FG) = LI O] = [ &7 (0 de

0
Imenujemo Laplaceovo transformiranko funkcije f(t), seveda, Ce integral eksistira za kompleksna
Stevila s iz kakSnega obmocja kompleksne ravnine.
Pogoja za eksistenco Laplaceove transformiranke sta, da je funkcija f po delih zvezna in da |f]| ne
narasca prehitro, ko gre t — oo.

13. Cemu je enako L[e® f(t)]?

[ee)

L[e®f ()] = J e St e f(t) dt = j e t6=a) f(t)dt = F(s — a)

14. Navedite zadostne pogoje za eks1stenco Laplaceove transformacije! Ali poznate
kaksno funkcijo, za katero Laplaceova transformacija ne obstaja?

Izrek: Naj bo f(t) odsekoma zvezna na vsakem kon¢nem intervalu na podrocju t = 0 in naj ustreza
pogoju

If ()] < Me*
za vse t = 0 in neki konstanti a in M. Potem Laplaceova transformiranka funkcije f(t) eksistira za
vse Re(s) > a.

www.stromar.si



Matej Kus, Odgovori na izpitna vprasanja iz matematike IV

Dokaz: Ker je f(t) odsekoma zvezna, je e S{f(t) integrabilna funkcija na poljubnem intervalu na t
osi. Sledi:

[ee] (o) [ee) M ©
ILIF(O]] = fe-“ £(6) dt sfe-“ |f(t)|dtsfe-st Me™ dt = ——e!@~9
- 0
0 0 0

Funkcija e®(*=%) mora iti proti ni¢ za obstoj transformacije, torej Re(s) > a

Funkcija f(t) = et” nima Laplaceove transformiranke, saj prej omenjeni pogoj ne more drzati za
katera koli izbrana parametra a in M.

15. Laplaceova transformacija odvoda in integrala.

Izrek: Predpostavimo, da je f(t) zvezna funkcija za t = 0, ki ustreza pogoju |f(t)] < Me?®* za neki
konstanti M in a in da ima odsekoma zvezen odvod f'(t) na vsakem intervalu podroéja t = 0.
Potem obstaja Laplaceova transformiranka odvoda f'(t) in se glasi:

LI (O] = sLIf (O] = £(0)

Dokaz:
LIf'(®)] = f e St fI(t)dt = e St f(D)IT + Sf eSt f(t) dt = sLIf(t)] — f(0)
0 0

Podobno lahko dokaZzemo tudi za viSje odvode in dobimo:

LIF™@®)] = s"LIF(O)] = s™1F(0) — s™72f'(0) — -+ — £771(0)

Izrek: Ce je f(t) odsekoma zvezna in ustreza pogoju |f(t)| < Me%t, potem je:

t
1 F
o[ rear| = 2 oigon =2
0
Dokaz: Integral fotf(r)dr = g(t) je zvezna funkcija:

t t
1901 < [Ir@ldr < [ Mewrar = M e 1)
0 0 @

Seveda je g'(t) = f(t), razen v toc¢kah, v katerih je f(t) nezvezna. Ker je g'(t) odsekoma zvezna na
vsakem konc¢nem intervalu, dobimo:
LIfF®O] = L[g'(®O)] = sL[g(®)] — g(0)
Ker je g(0) = 0, sledi:
1 F(s)
Llg(O)] = ;L[f(t)] =

16. Kompleksna inverzna formula za Laplaceovo transformacijo.

Ce je F(s) = L[f(t)], potem je originalna funkcija f(t) = L71[F(s)] Ims
dana tako: A
Y+ioo
1
_ StF
fO =5 [ eFeds, >0
y—ico Res

in f(t) =0 za t < 0. Temu integralu re¢emo kompleksna inverzna ali
Bromwicheva integralska formula. Po tej formuli dobimo na direkten
nacin inverzno Laplaceovo transformiranko f(t).

Integracija poteka vzdolZ premice s =y + iw v kompleksni ravnini.
Realno stevilo y je izbrano tako, da premica s = y leZi desno vseh singularnosti (v nasih primerih so
to najveckrat poli), sicer je ¥ poljuben. Zgornji integral izracunamo kot krivuljni integral:

f(t) = %jﬁ eStF(s)ds = Z Res eStF(s)
C
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17. Kako izracunamo Laplaceovo transformacijo s pomocjo residuumov?

Glej odgovor na vprasanje 16.

18. Izraunajte £71 [m] s pomocjo residuumov!
st

_ 1 _ e
£ [(s TG — 2)2] - Z Res ¥ DG =22

Pripolihs; = —1lins, =2

st eSt e—t
R s T D G2 T g
R est 1 I d (s — 2)? st L tett(s+1)—e”
s (s+1)(s—2)2 sozds|> G+DG6 22 2 (s+1)?

_e¥(3t—-1)

9
_ 1 _ 1 )
- 1[(5+1)(5—2)2] _g[eZt(3t—1)+e ]

19. Kako resujemo navadne diferencialne enacbe s pomocjo Laplaceove
transformacije? Primer: y"' + w?y = r(t); v(0) =vyo; y'(0) =y,

Najprej diferencialno enacbo celotno transformiramo. Ko transformiranke uredimo dobimo
algebrai¢no enacbo.
Dolo¢imo: L[y] = Y(s) in L[r(t)] = R(s)

s2Y(s) — sy'(0) — y(0) + w?Y(s) = R(s)
R(s)+syo+yo _ R(s) sy'o Yo

Y(s) = =
(s) s2 4+ w? s2+w?  s?+w? 5?2+ w?

Preostane le Se inverzna transformacija, ki se jo lotimo s pomocjo tabele transformacij. Resitev bi
bila kombinacija kosinusnih in sinusnih funkcij.

20. Opisite iskanje inverzne Laplaceove transformacije s pomocjo razcepa na
parcialne ulomke.

Pogosto je Laplaceova transformacija racionalna funkcija ene spremenljivke s. Racionalne funkcije
pa je zmeraj moc razcepiti na parcialne ulomke. Ker so te funkcije lahko razlicne, obstajajo tudi
razli¢ni nacini razcepa, ki se locijo po Stevilu polov (nicel polinoma v imenovalcu). Dolocimo:

G(s)
F(s) = —=
(s) HG)
1. Enkraten pol F(s) =
S —35Sg
Am Am—1 Ay
2. Enveckraten pol F(s) = + + -+
P S T AR CEr T T
3. Enkraten par konjugirano _ B B
kompleksnih polov F(s) = s — Sp + S —35g
B By, — B
) - F(s) = ——" T b —
4. Veckraten par konjugirano (s —s9)™ (s —50)™ s —So
kompleksnih polov B, Bn_1 B,
= T ——
(s=5)™ (s =5 ? S —So

Koeficiente A in B dolo¢imo z metodo nedolocenih koeficientov. Dobljene parcialne ulomke pa
preprosto inverzno transformiramo s pomocjo tabel Laplaceovih transformacij.

10
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21. Resevanje sistemov diferencialnih enacb s pomocjo Laplaceove transformacije.
Primer:

x+x=0; x(0)=0
y+2y=r(); y0)=0
Sistem enacb s pomocjo Laplaceove transformacije transformiramo. S tem dobimo linearen sistem
algebrskih enacb za neznane transformiranke, ki ga lahko reSimo. Tako dobljene transformiranke le

Se inverzno transformiramo.
Dolo¢imo: L[x] = X(s), L[y] = Y(s) in L[r(t)] = R(s)

sX(s)—x(0)+X(s)=0
sY(s) —y(0) + 2Y(s) = R(s)

X(s)=0-x(t)=0
Y(s) = R(s)

s+2

1
y(t) = T(t) * L I:S-{-—Z] = r(t) * e—Zt
t

y(t) = fr(u) e 2t-Way

0
22. Odvajanje in integriranje Laplaceovih transformacij.

Ce je funkcija f(t) odsekoma zvezna in ustreza pogoju |f(t)| < Me®!, obstaja tudi transformiranka
L[f(®)] = F(s). Ce transformiranko po definiciji odvajamo, se ta odvod izraza:

dF(s) ., .
=== F() = ~LIt ()]

Ce na tej funkciji f (t) obstaja lim,_,q+ @, lahko transformiranko integriramo:

fF(a)da=L[&tt)]

S
23. Z Laplaceovo transformacijo resite enacbo tx(t) + x(t) = 2t
Dolo¢imo: L[x(t)] = X(s)
d
Ltx(t)] = T [sX(s) — x(0)] = —X(s) — sX'(s)

—X(s)—sX'(s)+ X(s) = 3

52
2
X’(s)=—s—3
ds
X(S)=Slz+C

x(t) =t+CL1]

L71[1] je tako imenovana funkcija delta §(t):

d
8(6) = - uo(®

11
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24. Konvolucija in Laplaceova transformacija.

Funkciji f(t) in g(t) naj bosta odsekoma zvezni in naj ustrezata pogoju |f(t)| < Me®" oziroma
lg()] < Me®t. Sledi, da obstajata transformiranki L[f(t)] = F(s) in L[g(t)] = G(s). Naj bo
h(t) = f(t) * g(¢t). Sledi:

H(s) = LIh(®)] = LIf (&) * g(©)] = F(s)G(s)

Dokaz je preprost s pomocjo definicije Laplaceove transformacije in konvolucije.

25. Cemu je enako L[f(t — a) u,(t)]?
Fe-Du®={r 0 iea

LIf(t—a)u,(®)] = f e St — a) uy(t) dt = f e Stf(t—a) dt = f e =S £(y) du

0 a 0
0

= e‘asj e U f(u) du = e *F(s)

[00)

0
26. Zapisite analiticno funkcijo in poiscite njeno Laplaceovo transformacijo!

L(ug —ug)t + upal

= L[ugt] — L[ugt] + L[upa] fit f@) = (uo — ug)t +upa
d dl 1
d d e @
Llugt] = —EL[ua] ===
e ®(as+1)
= 7 |
—bs

L[uba] = aL[ub] =a
1—-e®(as+1 e s
( )

LGty = )t + upal = ——— -

27. Laplaceova transformacija in periodicne funkcije.

Izrek: Naj bo f(t) definirana na podrocju t > 0 in naj ima periodo p: f(t + p) = f(t). Naj bo

funkcija tudi odsekoma zvezna na intervalu dolZine p. Laplaceova transformacija take funkcije je:
p

1
L) = 1 | e f@ de, 5> 0

0
Dokaz:

g p 2p 3p

LIf(®)] =fe_5tf(t) dt=fe_5tf(t) dt+f e StF(t) dt + + f e StF(t) dt + -+

0 0 14 2p
p 14 14

=Je‘”f(r) dt+fe‘5(”p)f(r) dr+fe‘5(”2p)f(‘r) dr + -

0 0 0
p p

1
= B 250 4] | em == |-
=[1+e P +e7 %P + ]fesrf(r)dt—l_e_spfeSTf(T)dt
0 0

12
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2. Specialne funkcije
2.1. Gama, beta funkcija

28. Gama funkcija: definicija in lastnosti.

Definicija: Gama funkcija je definirana z integralom:

oo

rx) = f t*le7tdt, x>0

0
Lastnosti te funkcije so, da je zvezna, poljubno mnogokrat odvedljiva in enakomerno konvergenten.

1. Tm)=(n-1)!, neN

2. T(x+1)=xTI(x)

)=

4. I'(x)r1—x) = Sin(ex)

29. Pokazite, da je I'(x + 1) = x I'(x)!
r “ex|® ety 1 [ 1
rx) = f t*"le~tdt = + f dt = ;f t*e~tdt = ;F(x +1)

x
0 0 0 0

30. Izracunajte [ e " dx!

Vpeljemo novo spremenljivko: x™ = u
1 1,
x=un - dx=—un du
n

n 1 l_l 1 1
fe‘x dx=—fe‘”un du=—F<—)
n n \n
Q Q

31. Funkcija beta.

Definicija: Beta funkcija je funkcija podana z integralom:
1

B(X,y)=ft"‘1(1—t)y_1dt, x>0,y>0
0

Lastnosti:
1. B(xy)=B(y,x)
rr
2. B(x,y) = %

2.2. Metoda s potencnimi vrstami

32. Kako resujemo diferencialne enacbe s pomocjo vrst?

Ena od metod za reSevanje diferencialnih enacb je iskanje resitev v obliki neskoncne potencne vrste:

y= Z Cn(x - a)n
n=0

V posebnih primerih, ko razvijamo vrsto okoli ni¢le je a = 0:

o]
n=0
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Dana diferencialna enacba je podana kot f(x,y,y’,y”,...y(")) = 0 in lahko predpostavimo, da
njena resitev v obliki potencne vrste:

=0

ofi

Ker koeficientov ¢, ne poznamo, jih moramo d
njegove odvode:

[0.0)

. =

nn—1)c,x

ti tako, da v enacbo vstavimo nastavek resitve in

n-2

M

n=2
[ee]

ym = Z nn—1)n-2).(n—m+ Dc,x"™™
n=m
V kolikor v diferencialni enacbi nastopajo tudi koeficienti, ki so funkcije spremenljivke x (na primer:
y" +px)y" +q(x)y = 0), se dajo tudi ti razviti v potencne vrste, s pomocjo katerih zaporedno
izratunamo koeficiente cy,.

33. Resite enacbo xy’ — y = 0 s pomocjo vrst!

—co+0cix+1-cx?+2-czx®+--=0
ct€ER; ¢,=0, n=0,273,4,5,..
y =X

2.3. Legendrova diferencialna enacba

34. Legendrova diferencialna enacba in njene resitve.

Legendrova diferencialna enacba je oblike:
1—x2)y"—=2xy'+n(n—-1)y =0
Njene resitve so tako i |menovane Legendrove funkcije. Te re5|tve is¢emo s pomocjo potencnih vrst:

y = Z cpx™; Yy = z nc,x™ 1y = z n(n — 1)c,x™?

n=1 n=2
Resevanje nadaIJUJemo oblcajno. Na koncu pridemo do resitve:

Y = coy1(x) + c1y,(x)

Polinom y; (x) je sestavljen iz lihih potenc, y,(x) pa iz sodih. Ti dve funkciji sta alternirajoci vrsti in
konvergirata za |x| < 1. Resitve Legendrove diferencialne enacbe imenujemo Legendrovi polinomi
in jih oznacujemo z P, (x).

14

www.stromar.si



Matej Kus, Odgovori na izpitna vprasanja iz matematike IV

2.4. Besselova diferencialna enacba

35. Besselova enacba in njene resitve.

Besselova diferencialna enacba je oblike:

x2y" +xy' + (x*—v3)y =0
Tu je parameter v nenegativno realno Stevilo. ReSitev Besselove diferencialne enacbe iS¢emo s
pomocjo potencnih vrst in sicer z nastavkom

oo

y() = ) ™,
n=0 .

kjer je eksponent r poljuben, vendar izbran tako, da ¢y # 0. Ce v ni celo Stevilo, se splosna resitev za
vsak x # 0 glasi:
3 y(x) = ay J,(x) +az ], (x)
Ce je v =n € N, sta funkciji J,,(x) in J_,(x) linearno odvisni in velja zveza J_,,(x) = (=1)"],(x).
Splosna resitev za vse vrednosti v je potem

y(x) =a; ,(x) +a; Y, (%),
kjer je J,, (x) Besselova funkcija v-tega reda, Y, (x) pa Neumannova funkcija v-tega reda.

36. Lastnosti Besselovih funkcij.

1) =2 CLr
v 22mtvmir(m+v + 1)

m=0
Besselove funkcije so resitve Besselove diferencialne enacbe. Ce parameter v ni naravno stevilo, je
resitev diferencialne enacbe sestavljena iz dveh Besselovih funkcij prve vrste. Ce pa je v naravno
Stevilo, bi bile ti dve funkciji linearno odvisni in je zato reSitev sestavljena iz ene Besselove funkcije
prve vrste in ene druge vrste ali tako imenovane Neumannove funkcije.

1 ]—n(x) = (_1)n]n(x) , NMEN

2v
2. ij(x) =Jyo1 () + Jy1 ()

d
5. a[xV]V(X)] =x"]y_1(x)

2.5. Ortogonalen sistem funkcij

37. Ortogonalni sistemi funkcij.

Naj bosta g(x) in h(x) dve realni funkciji definirani na intervalu [a, b]. Integral produkta g(x) h(x)

nad tem intervalom naj eksistira, zaznamujemo ga (g, h):
b

[ 9 ne ax = @1
a
Ta integral imenujemo tudi skalarni produkt funkcij g(x) in h(x). Za ti dve funkciji pravimo, da sta

ortogonalni, e drzi:
(gh) =0

15
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Norma funkcije g(x), ki jo zaznamujemo z ||g||, je definirana kot:

lgll = v (g(x), g(x) —, 2(X) dx

Ortogonalen sistem funkcij g;(x), g,(x), ... na intervalu [a, b], katerega funkcije imajo normo 1,
torej
b
0, m#n
o) = [ @@ ax =0 Z"

a
Imenujemo ortonormiran sistem funkcij na intervalu [a, b].

38. Kako je z ortogonalnostjo Legendrovih polinomov in Besselovih funkcij?

Legendrovi polinomi B, (x) sestavljajo na intervalu [—1, 1] ortogonalen sistem z uteZjo p(x) = 1.
1

ij(x)Pn(x) dx=0, m#n
-1
Norma Legendrovih polinomov pa je:

1
1Pl = | | PECO)dx =
I

Besselove funkcije J,(k1nx),Jn(kanX), ... prav tako sestavljajo ortogonalen sistem funkcij na

intervalu [0, R] glede na uteZzno funkcijo p(x) = x:
R

f x]n(kmnx)]n(kjnx) dx=0, m#j
0
Kjer so €leni k,,, = akﬂ in @, ni€le ustrezne Besselove funkcije.

n € Ny

39. Polinomi Cebiseva.

Cebigevi polinomi so definirani kot:

T,, = cos(narccosx) , U, = sin(narccosx) , n=20,12,..
Polinome T,, imenujemo prve vrste, U, pa druge vrste. Polinome prve vrste lahko podajamo tudi
kot:

B (x+\/x2—1)n+(x—\/x2—1)n
=
2
Zapisimo nekaj prvih Cebisevih polinomov:
T():l, T1=x, T2=2x2_1, T3=4x3_3x,...
Uy =1, U, = 2x, U, =4x*> -1, Us = 8x3 —4x, ...
Polinomi Cebiseva sestavljajo ortogonalen sistem na intervalu [—1,1] glede na utez p(x) =

1
Vi-x2 '’
Ti polinomi so hkrati tudi resitev diferencialne enacbe:

A-x¥)y"—xy' +n%y=0

40. Laguerrovi polinomi.

Laguerrovi polinomi so definirani kot:

ex n
Lo=1, L,(x)= _'W( e™), n=123,..
Zapisimo nekaj prvih Laguerrovih polinomov:
x? x?  x3
Lix)=1—x, Lz(x)=1—2x+7, L3(x)=1—3x+7—€,...

Laguerrovi polinomi sestavljajo ortogonalen sistem na intervalu [0,00) z uteZjo p(x) =e™™*.
Polinomi Laguerrova L,, (x) so hkrati tudi resitev Laguerrove diferencialne enacbe:

xy"+(1-x)y'+ny=0, n=012,..

16
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41. Hermitovi polinomi.

Hermitovi polinomi so definirani kot:
n

d
Hy=1, Hy(x) = (_:l)”‘exz/zm e_xz/z) , n=1273,..

ZapiSimo nekaj prvih Hermitovih polinomov:
Hi(x)=x, Hy(x) =x?—-1, H3(x) = x3 — 3x, Hy(x) =x*—6x2+3,..
Med Hermitovimi polinomi obstajata zvezi:
Hp 1 (x) = xHy (x) — Hp (x)

Hp(x) =n Hy_y (%)
Hermitovi polinomi sestavljajo ortogonalen sistem na intervalu (—oo, o) z utezjo p(x) =e
Hermitovi polinomi so hkrati tudi reSitev diferencialne enacbe:

yll _ yl + ny — 0

-x2/2

42. Poiscite Hermitov polinom H, (x), Ce veste, da je Hy(x) = 1, Hy(x) in H;(x) pa
sta ortogonalna z ustrezno utezjo!

[o¢]

f e **/2 Hy(x)Hy(x) dx = 0
Ker je H;(x) polinom prvega reda, :/elja: Hy(x) = ax + b.

j e~ /2 H,(x) dx = f e~ /2 [ax + bl dx = 0

a jxe_xz/z dx+b f e */2 dx =0

V prvem integralu je liha funkcija, zato je vrednost integrala 0.
b f e /2 dx=0 - b=0
Hi(x) = ax

Poznamo povezavo H,,(x) = nH,_;(x). Sledi:
Hi(x)=a=Hy(x)=1-a=1->H, =x

3. Variacijski racun

3.1. Naloge variacijskega racuna

43. Problem brahistohrone

V navpicni ravnini naj bosta dani dve tocki T; in T,, ki ne leZita na isti navpicni premici. To¢ka T, leZi
nize kot tocka T;. Najti je treba tisto krivuljo, ki veZze obe tocki in ima lastnost, da tockasta masa,
podvriena teinosti po njej zdrsne iz T; v T, v najmanjSem moZnem casu. Trenje pri tem
zanemarimo. ReSsitve tega variacijskega problema imenujemo brahistohrone.

Koordinatni sistem postavimo tako, da je njegovo izhodis¢e v tocki T;, abscisna os naj bo vodoravna
v ravnini to¢k T; in T,, ordinatna os pa naj kaze navpicno navzdol. Tako sta koordinati tock T; (0, 0)

in T,(a, b). Hitrost, s katero drsi masna tocka vzdolZ krivulje je % =.,/2g 7y, kier je g pospesek
prostega pada. Cas t[y(x)], ki ga to¢ka potrebuje, da pride od T; do T, je enak:

1 [ 14y
(0] = Of / 2 dx

Med vsemi krivuljami y(x), za katere velja y(0) = 0 in y(a) = b, moramo poiskati tisto, pri kateri je
t[y(x)] najmanjsi.
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44, Pojem funkcionala

Med vsemi funkcijami y(x), ki so definirane na intervalu [a;, a,] in so na njem dovolj gladke, ter

.....

kateri dosezZe integral I[y(x)] najmanjso ali najvecjo vrednost:

Iy()] = f Foy,y)dx

Vrednost integrala I[y(x)] je dolocena za vsako funkcijo y(x), ki je na intervalu [a4, a,] zvezna in
zvezno odvedljiva. Predpis I[y(x)] potemtakem priredi vsaki taki funkciji y(x) neko realno Stevilo.
Pravimo da je I[y(x)] funkcional.

Definicijsko obmocje D; funkcionala I[y(x)] sestavljajo zvezno odvedljive funkcije, ki zavzemajo na

.....

45, Kako je definiran lokalni ekstrem funkcionala?

Najprej definirajmo € okolico funkcije y(x). Naj bo & poljubno pozitivno Stevilo. Okolico € funkcije
y(x) € D; sestavljajo vse funkcije Y (x) € D;, za katere velja povsod na intervalu neenacba:

Y -yl <e
Okolico € funkcije y(x) torej sestavljajo vse zvezno odvedljive funkcije Y (x), ki leZijo v pasu Sirine 2&
okoli funkcije y(x) in ustrezajo pogojema Y (a;) = b, inY(a;) = b,.

Funkcional I[y(x)] doseze v funkciji u(x) lokalni maksimum, ¢e obstaja vsaj ena taka & okolica
funkcije u(x), da je za vsako funkcijo y(x) iz te okolice izpolnjena neenacba:

Hu@)] —Ily()] =0
Podobno funkcional I[y(x)] doseZe v funkciji v(x) lokalni minimum, ¢e obstaja vsaj ena taka &
okolica funkcije v(x), da je za vsako funkcijo y(x) iz te okolice izpolnjena neenacba:

Iv()] = Ily(x)] <0

46. Funkcionali za funkcije dveh spremenljivk.

I2( )]_ff azazdd
z(x,y)] = f(x,y,z,ax,ay) x dy
D
Ekstrem is¢éemo med vsemi tistimi zadosti gladkimi funkcijami, ki na robu podroéja D zavzemajo

predpisano vrednost.

47. Kako izgleda izoperimetricen problem?

Dana sta dva funkcionala I[y(x)] in K[y(x)]. Oba sta definirana nad isto mnoZico D,. I15¢emo tisto
funkcijo y(x) iz D, pri kateri ima K[y (x)] predpisano vrednost, I[y(x)] pa doseze ekstrem.
Navedimo Se poseben primer izoperimetricnega problema. Na abscisni osi naj bosta podani tocki
Ti(a4,0) in Ty(a,, 0). Tocki povezimo s krivuljo y(x), ki ima predpisano dolZino [. Med vsemi
krivuljami y(x) = 0 ho¢emo najti tisto, ki z absciso ograja najvecjo ploscino. Poiskati moramo torej
ekstrem funkcionala:

az

] = f y(@)dx

ai

pri pogoju:

Kly(o] =1 = f JTHy2dx

18
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48. Osnovni izrek variacijskega racuna.

Naj bosta P(x) in Q(x) zvezni in zvezno odvedljivi funkciji na intervalu [a4, a,]. Za vsako zvezno
odvedljivo funkcijo n(x), ki ustreza pogoju

na) =nla;) =0,
naj bo izpolnjen pogoj:

f [P() 1(x) + Q0 7' (W)]dx = 0

Potem je:

P(x) =Q'(x)

3.2. Eulerjeva enacba

49. Eulerjeva diferencialna enacba.

Naj bo f = f(x,y,y"). Potem se Eulerjeva diferencialna enacba glasi:

e

50. Integracija Eulerjeve diferencialne enacbe.

Eulerjevo diferencialno enacbo lahko zapiSemo tudi takole:
fy _fxy’ _fyy’y, _fy’y’y” =0

Eulerjeva diferencialna enacba je diferencialna enacba drugega reda. Splo$na resitev je torej odvisna
od dveh konstant y = y(x, €y, C;). Doloc¢imo ju tako, da ekstremala izpolni Se pogoja

by = y(ay,Cy,Cy) in by = y(ay, Cy, Cz)-v
Robna naloga za Eulerjevo diferencialno enacbo nima vedno resitve. Ce ima resitev, se lahko zgodi,
da ta reSitev ni edina. Vsaka moina reSitev pa je Sele kandidatka za ekstremalo. Dolocanje
ekstremale variacijske naloge se nam vcasih posreci z neposrednim dokazom, v€asih pa moramo
verificirati zadostne pogoje za nastop ekstrema.

51. Eulerjeva diferencialna enacba, ko je f = f(x,y").

V primeru f = f(x,y"), se Eulerjeva diferencialna enacba nekoliko poenostavi:
d (0f
£(35)-o
dx \oy'

i)
f:c
ay’

To enacbo lahko Se enkrat integriramo:

52. Eulerjeva diferencialna enacba, ko je f = f(y,y").

V primeru f = f(y,y"), se Eulerjeva diferencialna enacba nekoliko poenostavi:
fy _fyy'y, _fy’y'y” =0
To enacbo pomnozimo z ', pritejemo in odstejemo y"'f,, in dobimo:

d , Of
E(f R 6y’) =0
To enacbo lahko $e enkrat integriramo:
,Of _
f-vy ay c
19
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53. Rotacijska ploskev z najmanjso povrsino.

Da najdemo rotacijsko ploskev z najmanjso povrsino, moramo najti minimum funkcionala:
az

S(y) =2m f y1+y'?dx

a,
Ker je podintegralska funkcija odvisna le od y in y', sledi:

/2
y 1+y’2—L=C

Jiey"
y=C+1+y"?

Enacbo kvadriramo in preuredimo:

y = C
Lo¢imo spremenljivki:
cd
g Cdy
/yz — C2
Po integraciji pridemo do:
x—A
y = C cosh

Konstanti A in C pa dolo¢imo s pomocjo podanih tock, skozi katere gre reSitev Ty = (aq,b,),
Ty = (ay,by).

54. Variacijski problem za vec funkcij.

Funkcional naj bo podan z izrazom:
az
I, Y2, 0 ) = f fGOYL Y2, o Yo V1, Y2y s Yn) dX
a,
Lokalni ekstrem is¢emo med vsemi zvezno odvedljivimi funkcijami, ki ustrezajo robnim pogojem:
y1(ay) = bqy, y2(ay) = byy, -.. yn(ay) = bip
y1(az) = byy, y2(az) = by, ... yn(az) = byp
Denimo, da pri funkcijah uy(x),u,(x),...,u,(x) funkcional doseze lokalni ekstrem. Funkcije
Uy (x), ..., Uy (x) fiksirajmo in spreminjajmo samo funkcijo y; (x). Funkcional postane odvisen le od
v1(x), priuq (x) pa doseze lokalni ekstrem. Odtod sledi, da mora biti izpolnjena Eulerjeva enacba:
af d ( af ) _ 0
dy, dx\dyy' B
Na podoben nacin variiramo vsako od preostalih funkcij, pri cemer je vedno n — 1 fiksiranih funkcij.
Dobimo n diferencialnih enacb:
af d ( af )
dy, dx \dy;'
Tej enacbi morajo ustrezati neznane funkcije y; (x), y,(x), ..., yn (X).

=0, k=1,..,n

55. Resevanje izoperimetricnega problema.

Med vsemi funkcijami y(x), ki so na intervalu [a,,a,] zvezno odvedljive in ustrezajo pogojema
y(a;) = by, y(a,) = by, je treba najti tisto, pri kateri ima funkcional

Iy(o)] = f Fy,y") dx

ekstrem, hkrati pa ima funkcional K[y (x)] predpisano vrednost L.
az

Kly(x)] = f gy, y)dx =1

ai
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ReSevanja izoperimetricnega problema se lotimo tako, da najprej sestavimo pomozni funkcional
I + AK, nato pa resimo navadno variacijsko nalogo za ta funkcional. Kandidatke za ekstremale
najdemo med resitvami Eulerjeve diferencialne enacbe. Resitve so odvisne Se od dveh integracijskih
konstant in od parametra A. Za dolocitev koli¢in potrebujemo tri enacbe. Dve dobimo iz zahteve, da
gre resitev skozi podani tocki Ty = (a4, b1), T, = (ay, by), tretjo pa iz pogoja, da zavzame
funkcional K (y) predpisano vrednost [.

3.3. Direktne metode

56. Direktne metode variacijskega racuna.

Rayleigh-Ritzovo metodo lahko uporabimo za iskanje ekstremov funkcionalov, odvisnih od ene ali
vec funkcij ene ali ve¢ neodvisnih spremenljivk.

IS¢emo ekstrem funkcionala I(y) med vsemi funkcijami definicijskega obmocja D; funkcionala.
Izberimo neko zaporedje koordinatnih funkcij

¢0(x)’ ¢1 (x)' R ¢n(x)l LLLE )
ki ima to lastnost, da vse linearne kombinacije

() = 90 (0) + )i 1)
i=1

leZijo v D;. Ko vstavljamo funkcije y,, (x) v funkcional, dobimo funkcijo koeficientov ¢y, ¢y, ... , ¢, Ce
hocemo najti njen ekstrem, moramo resiti sistem enacb:
al al al

=0, —=0,.,—=0
dcy dc, dcy

57. Poiscite krivuljo, ki veze dve tocki in ima najmanjso dolzino.

Dve to¢ki T; = (aq,by1) in T, = (ay, b,) omejujeta mnozico krivulj, v kateri iS¢emo tisto krivuljo

y(x), ki ima najmanjso dolZino:
az
l= f /1 +y'? dx
a

f= /1+y’2
af d(@f)_o
dy dx\dy')
d

f=(:
ay’

Torej:
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58. Opisite definicijsko obmocje funkcionala I[y(x)] = f;zf(x, y,y)dx.

Definicijsko obmocje D funkcionala I[y(x)] sestavljajo zvezno odvedljive funkcije, ki zavzamejo na

.....

59. Kaj je ¢ okolica funkcije y(x)?

€ je poljubno pozitivno realno Stevilo. € okolico funkcije y(x) € D sestavljajo vse funkcije Y (x) € D,
za katere v intervalu [a4, a,] velja neenacba:
[Y(x) —y(x)| <e
Torej € okolico funkcije y(x) sestavljajo vse funkcije Y (x), ki lezijo znotraj pasu polmera & okoli y(x)
in ustrezajo Se mejnima pogojema:
Y(a;) = by inY(ay) = b,
60. Kako izgleda kvadratni funkcional?

Pri reSevanju prakti¢nih problemov pogosto naletimo na kvadratni funkcional, za katerega je

a o ol

—=0, — =0, ) =0
dcy dc,

dc,
sistem linearnih algebrskih enacb, ki ga znamo resiti. Primer kvadratnega funkcionala je:

a;

I0y) = f Y2 +q@y? + f@yldx;  y(@) =by,  y(ay) = b

ai

61. Resite variacijski problem za funkcional I = fol(y2 + 2xy")dx; y(0) = 0,y(1) =
1.

Uporabimo Eulerjevo diferencialno enacbo:

af d (af) _ 0
dy dx\dy')
d
2y ——(2x) =
y-= (@) =0
2y —2=0
y=1
Preverimo robne pogoje:
y(1) =1
y(0) #1

Ekstremala ne obstaja, ker ne ustreza robnemu pogoju.

4. Parcialne diferencialne enacbe
4.1. Uvodni pojmi in klasifikacija

62. Kaj je parcialna diferencialna enacba? Navedite nekaj primerov!

Enacbo, ki vsebuje enega ali vec parcialnih odvodov neznane funkcije dveh ali ve¢ spremenljivk,
imenujemo parcialna diferencialna enacba. Red najvisjega parcialnega odvoda, ki nastopa v enacbi,
doloca red parcialne diferencialne enacbe. S takimi enacbami mamo opravka pri razli¢nih fizikalnih
in geometrijskih problemih. Neodvisne spremenljivke so obicajno ¢as in ena ali ve¢ koordinat
prostora.
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Nekaj primerov parcialnih diferencialnih enacb, ki so zelo pogoste v fiziki in tehniki:

1. Enodimenzionalna enagba valovanja:

°u 0%
—=Qqc¢ —
ot? 0x?
2. Tridimenzijska nehomogena enaéba nihanja:
’u 82u+62u+82u o
oz - Y\ Ty Tz ) /Xy

3. Telegrafska enacba:
0*w LC 0*w (LG + RC) ow RGw =0
0x2 9t o T

4. Laplaceova enatba:
0’u  0*u 0%u

Au = _
Y=oz T2 Tz

5. Difuzijska enatba (prenos toplote):
ou  ,(0*u 0*u 0%u
— = +—+
ot 0x?  0y? 0z2

63. Zapisite splosno linearno parcialno diferencialno enacbo drugega reda za
u=u(x,y)!
Auyy + Buyy, + Cuyy, + Duy + Euy, + Fu = G(x,y)
Tu je u(x, y) iskana funkcija, koeficienti so odvisni le od x in y. Enacbe te vrste klasificiramo glede na

predznak izraza:
H = B%? — 4AC

=

Elipticna: H <0

2. Parabolichna: H =0

w

Hiperbolicna: H >0

4. MeSana: H na nekem obmocju nima dolofenega predznaka

64. Napisite parcialne diferencialne enacbe elektromagnetnega polja!

Spreminjanje elektromagnetnega polja opisujejo Maxwellove enacbe. Elektromagnetno polje je
doloceno s parom vektorskih funkcij elektricne in magnetne poljske jakosti:

Et,?), H(t7)
Omejimo se na del prostora, kjer polji, po katerih se Siri valovanje nimata izvorov in snov naj ima

konstantno permeabilnost u in konstantno dielektriénost €. Maxwellove enacbe se v tem primeru
glasijo:

4. rotH = —egyk,

65. Klasificirajte linearne parcialne diferencialne enacbe drugega reda!

Glej odgovor na vprasanje 63.
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66. Kaksne dodatne pogoje je treba predpisati pri enacbah posameznega tipa, da
je resitev enolicno dolocena?

Ce ima parcialna diferencialna enacba resitev, jih ima ve€. Enoli¢na parcialna diferencialna enacba, ki
ustreza danemu fizikalnemu problemu, dobimo z dodatnimi informacijami, ki izhajajo iz konkretne
fizikalne situacije. V nekaterih primerih so na meji obmocja predpisane vrednosti iskane funkcije in
(ali) njeni odvodi. Take pogoje imenujemo robni pogoji. Ce je €as t ena od spremenljivk, je
pogostokrat predpisana vrednost resitve pri t = 0, to so zacetni pogoji. Za enolicno resitev parcialne
diferencialne enacbe je potrebno podati robne in (ali) zaéetne pogoje. Sele ti pogoji iz mnoZice
resitev dolocajo eno samo resitev.

4.2. Enacbe valovanja in difuzije

67. Enacba nihanja strune. Resite jo z metodo separacije spremenljivk!

Enodimenzionalna enacba valovanja (enacba nihanja strune) se glasi:

®u 0%

=2

ot? 0x?
Iskana funkcija u opisuje odmik masne tocke iz mirovne lege v razdalji x v ¢asu t. Ker je struna
(dolzine I) na koncih pritrjena, imamo robna pogoja:

u(0,t) =0inu(l,t) =0
Oblika gibanja strune je odvisna od zacetnega odklona (odklon ob ¢asu t = 0) in zacetne hitrosti
(hitrosti ob ¢asu t = 0). Zacetni odklon podamo s funkcijo f; (x), zacetno hitrost pa s funkcijo f,(x).
Tako dobimo Se dva zafetna pogoja:
du
u(x,0) = f1(x) ina = fo(x)
t=0
Resitev u(x, t) bomo z metodo separacije spremenljivk izpeljali v treh korakih:
1. Z metodo separacije spremenljivk dobimo dve navadni diferencialni enacbi.
u(x, t) = F(x)G(t)
2

2= F06

g =00
u

ﬁ = F”(X)G(t)

F)G(®) = a?F"(x)G(t)
G F'()

a?G(t) F(x) —k?

F'"+k?*F(x)=0, G(t)+k?*a®G(t) =0
2. lzberemo tiste resitve diferencialnih enacb, ki ustrezajo robnim pogojem.
u(0,t) = F(0)G(t) =0, u(ll,t) =F()G(t) =0
Ker bibilza G(t) = 0 tudiu = 0, je g(t) # 0. Sledi:
F(0) =0, F(h)=0

Splo3na resitev enacbe F”' + k?F(x) = 0 je:
F(x) = Acoskx + Bsinkx
Z upostevanjem robnih pogojev dobimo:
F(0O)=A4A=0
F(l) =Bsinkl =0
Ker bi za B = 0 pomenilo F = 0, privzamemo B # 0:

nm
sinkl=0—>kl=nn—>k=T, nezl
B lahko postavimo na 1 in dobimo neskonéno mnogo resitev F, (x):
nm
Fn(x)=sinTx , nez
24
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Splosna resitev enacbe G (t) + k2a?G(t) = 0 je:

) anm _anm
G(t)=Ccosakt+Dsmakt=CcosTt+D51nTt, neN
Torej so funkcije:
an anm . nm
u,(x,t) = B, (x)G,(t) = (C coOs—— ] t + D, sin— ] t) sme, n€eN
3. Dobljene resitve sestavimo tako, da je rezultat resitev valovne enacbe in da ustreza zacetnim
pogojem.
oo
u(x,t) = Z Uy (x, t)
n=1
(o]
anm anm . nm
u(x,t) = Z (C CcoOS—— ;i t+ D, sin— ;i t) sme
n=1

Upostevamo prvi zaetni pogoj:

u(x,0) = f1lx) = Z Cn sinnl—nx
n=1

Uporabimo se drugi zacetni pogoj:

6u| A = D nm
— X sm—x
Atley 72 Z no

Iz teh dveh enacb dobimo koeficiente C, in Dn, saj je to razvoj funkcij f;(x) in fo(x) v
Fourierevo vrsto. Koeficienti se glasijo:

=Eff1(x)sinn—nx dx , ffz(x)sm—x dx

ann

68. Kaj so stojni valov1 lastne vrednosti in lastne funkcue strune?

an o anm \ . nmw
up(x,t) = (Cn cosTt + D, smTt) sin—

l
Te funkcije imenujemo tudi lastne funkcije ali karakteristi¢ne funkcije strune. Vrednosti 4,, = ﬂln pa

X, n eN

so lastne ali karakteristicne vrednosti nihajoce strune. Mnozico

A, A5, A3, e, Ay, e
imenujemo tudi spekter. Vrednosti 4,, predstavljajo krozne frekvenc. Za n = 1 imamo osnovni ton,
zan = 2,3, ... pa harmoni¢ne tone.
Stojni val je funkcija, ki opisuje nihanje strune, pri katerem se gibljejo vsi deli strune sinhrono, vsi
gredo hkrati skozi mirovno lego, vsi hkrati dosezejo maksimalni odmik. To je posebna resitev valovne
enacbe, ki jo lahko zapisemo kot produkt dveh faktorjev — en odvisen od kraja, drug pa od ¢asa:

u(x, t) = F(x)G(t)

69. d'Alambertova resitev enacbe za nihanje strune.

Z d'Alambertovo metodo pois¢emo splosno resitev valovne enacbe:
0’u _ ,0%u

—_— =4 —
ot? 0x?
V enacbo vpeljemo dve novi neodvisni spremenljivki:
v =X+ ct, zZ=x—ct

Tako u(x,t) postane funkcija spremenljivk v in z. Izrazimo odvoda u;; in u,, glede na novi
spremenljivki:
v, =1, v =¢, Zy =1, Zy = —C
Uy = UpVy + UzZy = Uy + U,
U = UpV; + U7 = c(Uy — Uy)
Uy = (Uy +U)x = Uy + Uy Ux + (Uy + Uz 52y = Uyy + 2Upy + Uy,
Ure = Uy — Uz = C(Uy — U)oy Ve + c(Uy — U) 2 = Cz(uvv — 2Uy; + Uyy)
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Dobljene izraze vstavimo v valovno enacbo:
2 _ .2
c (uvv - Zuvz + uzz) =c (uvv + Zuzv + uzz)

Sledi:
’u 0
ovdz
Integriramo po spremenljivki z:
du — h(»)
ov v

Integriramo Se po spremenljivki v:
u(,2) = [ ) dv+p() = p0) + $(2)

ulx,t) = @(x +ct) + Y(x — ct)
Funkciji ¢ in ¥ dolo¢imo z dodatnimi pogoji.

70. Enacba za prevajanje toplote - kako izgleda in kaksne vrste dodatnih pogojev
moramo podati?

Enacba za prevajanje toplote je primer paraboli¢ne parcialne diferencialne enacbe in ima obliko:
oT 0°T 0T 0°%T
—=c? +-—+
ot 0x?  0y? 0z
Tu je T temperatura in je v sploinem funkcija koordinat, ¢asa in c? =fp, kjer je k toplotna

prevodnost, ¢ specificna toplota materiala in p specifitha gostota materiala. Telo naj bo iz
homogenega materiala.

Ce ho¢emo, da so resitve enacbe enoli¢no doloéene, moramo podati $e zacetne in robne pogoje.
Drugace, kot pri valovni enacbi, moramo za dano telo podati Se en zacetni pogoj:

Tle=o = f(x,7,2)

Vedeti moramo Se, kakSne so razmere na povrsini telesa P. Razlikujemo vsaj tri osnovne primere:

1. Povrsina je na stalni temperaturi: T|p = konst.

del P
Izsevana toplota je sorazmerna razliki temperature telesa T in temperature okolice T:

oT
=+ k(T - TO)]P ~0

ve . . aT
2. Del povrsine je toplotno izoliran: I

3.

71. Resite enacbo za prevajanje toplote skozi tanko palico - z metodo separacije
spremenljivk!

Prevajanje toplote naj bo le v smeri osi x, sicer imejmo idealno zunanjo izolacijo. Temperaturo palice
oznacimo s T'(x, t) in je funkcija le dveh spremenljivk. Enacba ima obliko:
aT ) 0%T
=2
at 0x?
Privzemimo, da sta oba konca palice dolZine [ na isti temperaturi T = 0. Sledita robna pogoja:
T(0,t) =0, T{Lt)=0
Naj funkcija f(x) podaja zaCetno temperaturo v palici. Torej je zaCetni pogoj:
T(x,0) = f(x)
Resitev T (x, t) bomo z metodo separacije spremenljivk izpeljali v treh korakih:
1. Resitev is¢emo kot produkt:
T(x,t) = F(x)G(t)
F(x)G(t) = c*F" (x)G(t)
F''(x) _ G(t) Y
F(x) c2G(t)

Dobimo dve diferencialni enacbi:
F'(x)+k?*F(x) =0, G(t)+c?k?>G(t)=0
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2.  Uporabimo robne pogoje, da izlus¢imo resitve:
F(x) = Acoskx + B sinkx

F(0O)=A4=0
nm
F(l)=Bsinkl=0—>k=T, n €N
nm
Fn(x)zsinTx, ne€N
Splosna resitev druge diferencialne enacbe je:

c?n?m?

G(t) = Ce_czkzt =Ce I? t_ Ce—l—?lt’ neN
nmx 2
T, (x,t) = E,(x)G,(t) = C,, SinTe-ant, neN

3. Dobljene resitve sestavimo tako, da ustrezajo zacetnemu pogoju:
[00)

- nmx
T(x,t) = Z T,(x,t) = ) C, sinT e *nt
n=1 n;l
nmx
T(x,0)=f(x)= Cn sinT
n=1

Funkcijo f(x) razvijemo v vrsto po sinusih na intervalu [0,[]. Koeficiente take razvrstitve
prepoznamo iz razvoja v Fourierevo vrsto in so:

L
2 . nmx
Cn=7ff(x)51anx, neN
0

72.Enacba za prenos toplote v neskoncnem sredstvu - resite jo s pomocjo
Fourierovega integrala!

Imamo neskonéno palico, ki se Siri v smeri osi x, in je idealno izolirana. Enacba se glasi:

aT ) 0%T
—_— =4 —
ot 0x?
Ker je palica neskoncno dolga, nimamo robnih pogojev. Imamo le zacetni pogo;j:
u(x,0) = f(x), —o<x <™

Resitev T (x, t) bomo z metodo separacije spremenljivk izpeljali v treh korakih:
1. Resitev is¢emo kot produkt:
T(x,t) = F(x)G(t)
F(x)G(t) = c?F"(x)G(t)
F'e)_ 60 _ o,
F(x) c2G(t)

Dobimo dve diferencialni enacbi:
F'"(x)+k*F(x)=0, G(t) + c?k?G(t) = 0
2. Splosni resitvi zgornjih enacb sta:
F(x) = Acoskx + Bsinkx, G(t) = e~ K"t
T(x,t) = (A coskx + B sinkx) e~ ¢kt
Ker robni pogoji ne dolocajo diskretnih vrednosti za k, lahko ta zavzame poljubno vrednost,
tako sta A = A(k) in B = B(k). Resitev is¢emo v obliki:

T(x,t) = f T(x,t,k) dk = f (A(k) cos kx + B(k) sinkx) e ="t die
0

0
Z upostevanjem zaCetnega pogoja dobimo:

T(x,0)=f(x)= f (A(k) coskx + B(k) sinkx) dk
0
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3. S pomocjo Fourierovega integrala zapisemo izraza za A(k) in B(k):
1 1
A(k):E ff(v)coskvdv, B(k) = ff(v)sinkvdv
Sledi: ) )
1
T(x,t) = Ef [ f f(w)(cos kv cos kx + sin kv sin kx) g=cikt dv] dk
0 —00
Z uporabo adicijskega izreka lahko to zapisemo kot:
1 21,2
T(x,t) = —f [ f f()cosk(x —v)e ¢k tdv] dk
T
0 —0o0
Lahko obrnemo vrstni red integracije:
1 _ 2k2
T(x,t) = - f f) f cosk(x —v) e <kt dk|dv
— 0 0
Vrednost notranjega integrala izracunamo s pomocjo tabele integralov in dobimo:

v Voo _G-v)?
f cosk(x —v) e <Kt gk = e 4c%t

0

2c\t

(x—1)?

1 [ “Tac?t d
2c\/ﬁ_f f(w)e v

Zaradi poenostavitve vpeljemo zamenjavo:
vV—X

W=ZC\/E;O
T(x,t —if + 2wevt)e ™ d
(x,)—\/E Oof(x wevt)e w

T(x,t) =

[oe]

dv = 2¢c\/t dw

73. Dvodimenzionalna valovna enacba - kako jo resimo s separacijo spremenljivk?

Primer dvodimenzionalnega valovanja je valovanje membrane. Predpostavimo:

e Masa membrane naj bo homogena

e Membrana naj bo upogljiva

e Membrana naj bo pritrijena po vsem robu v ravnini

e Odklon membrane u(x, y, t) naj bo majhen glede na razseznosti membrane
Ob teh predpostavkah postavimo enacbo:

*u (0*u 0%u
ot? 0x?  0y?
Vpetost na robu zapiSemo: u = 0 na robu za vse t. Zafetna pogoja pa sta:
du
u(x»ylo)zf(x»}’): % =g(x,y)
t=0
Naj bo membrana D pravokotne oblike in pritrjena na robih.

Resitev u(x, y, t) bomo z metodo separacije spremenljivk izpeljali v treh korakih:
1. Resitevis¢emo v obliki:

uny ) = FEy)6()
Fe,y)G{t) = ¢ (Fex (6, 1) G (0) + Fyy (6, 1) (D))
G(t)  E(x,y)+F,(xy) )
= = —v
c2G(t) F(x,y)
Fex(x, ) + F,, (x, y) + v2F (x,y) = 0, G(t) +v2c?G(t) =0
Prva enacba je znana Helmholtzova parcialna diferencialna enacba, za katero ponovno lahko
uporabimo separacijo spremenljivk:
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F(x,y) = H®)Q()
Hyex ()Q() = - (H(x)czyy(y) + vzH(X)Q(y))

Hix () _
e RRIC )(ny(y) +12Q) = -

Hy (X) + k*H(x) = 0, ny()’) + p%Q(y) =0, pz =v? —k?

2. Splosni resitvi zgornjih diferencialnih enacb sta:
H(x) = Acoskx + Bsinkx, Q(y) = C cospx + D sinpx
Iz robnih pogojev sledi:
H(0)=A=0, Q0)=Cc=0

mm
H(a)=Bsinka=0—>k=T, meN

mm
Q) =Dsinph=0->p=——"1y, meN

b
Torej je:
mm nm
H,, (x) =sinT, Qn(x)=sinTy, m,n €N
. mmx | nmy
Frn(6,9) = Hyn (1)Qn(y) = sin ——sin >

To je resitev Helmholtzove parcialne diferencialne enacbe. Oznalimo vc = A4 torej

A = cp? + k2. 1z tega sledi:
m2 n?
A=Apgp=cm |—+—
mn a b
Resitev gornje enacbe je torej:
Grn(t) = A €0S Apnt + By Sin Ayt
Sledi:
. nmy
sin—=

b

Umn (6, ¥, 1) = Epn (6, ¥)G(t) = (Apmn €0S At + By Sin Ay, t) sin

3. Dobljene resitve sestavimo tako, da rezultat ustreza zafetnima pogojema:

ux,y,t) = Z Z Unn (%, Y, £)

® m=1n=
_ . mmx _ nmwy
u(x,y, t) = Z Z(Amn €OS At + By Sin Ay t) sin smT
m=1n=1

To je dvojna Fourierova vrsta. Zato tudi funkcijo f(x,y) razvijemo v tako vrsto:

mmx _ nmy
flx,y)= Z Z Apn Sin smT

m1n

Amn abeI Tyff(x y)sm dxdy, m,n €N

Uporabimo Se zacetna pogOJa

(0.0) oo . nny
ulx,y,0) = f(x,y) = Z A SIN—— smT
g
du mmnx = nmy
E —o =gx,y) = Z z mnAmn SIN—— a SlnT
m=1n=1

Za funkcijo g(x,y) predpostavimo, da je razvita v dvojno Fourierovo vrsto, potem so

koeficienti By, Amn Prav Fourierovi koeficienti te vrste:
b

4 . nmy . mnx
BrnAmn = %J smng(x, y) sin
0 0

dxdy, m,n €N
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74. Resevanje telegrafske enacbe z metodo separacije spremenljivk.

Telegrafska enacba je homogena hiperboli¢na parcialna diferencialna enacba. Ima obliko:
0%u 0%u ou
W—LCW— (LG +RC)E—RGu =0
Telegrafsko enacbo resujemo pri nehomogenih robnih pogojih, taki pogoji so namrec za to enacbho
tipi¢ni. Robna pogoja naj bosta:
u(0,t) = E, u(l,t) =0
Prvi pogoj pomeni, da je napetost konstantna; drugi pogoj pa pomeni, da imamo kratek stik. Zacetna
pogoja pa naj bosta:
du
u(x,0) =0, i(x,0)=0 - — =0
dtle=o
1. Najprej pois¢imo resitev enacbe, ki je odvisna le od ene spremenljivke x in ustreza
nehomogenim robnim pogojem. Postavimo F(x) = u(x,t) in imejmo spremenljivko t za
konstanto.
F'"(x) —RGF(x) =0
F"(x) —b%F(x) =0, b? = RG
Splosna resitev take enacbe je:
F(x) = Asinh bx + B cosh bx = C sinhb(d — x)
2. Zupostevanjem robnih pogojev dobimo:
F(0) = E = Csinhbd, F() =0=Csinhb(d — 1)
Iz drugega pogoja sledi d = [. Torej:

_ E
~ sinh bl
Flx) = Esinhb(l —x)
X T Sinh bl
Vpeljimo $e novo spremenljivko w(x,t) = u(x,t) — F(x). Robna pogoja za to novo
spremenljivko sta torej:

w(0,t) =0, w(l,t) =0
Tako smo dobili homogene robne pogoje. ZapisSimo Se zacetna pogoja:

w0 = -k, 2 -9
w(x,0) = x), 3t g
3. Enacba ima sedaj obliko:
o'w F" (x) e (LG + RC) RGw(x,t) — RGF(x) = 0
%2 X 352 w(x, xX) =
Kerje F""(x) — RGF(x) = 0 dobimo enacbo:
0w 32 2ha b?w(x,t) =0
FroaaleT ot~ VW=

Kjer smo uporabili a? = LC, b?> = RG in 2h = (LG + RC). Na tej enacbi lahko sedaj
uporabimo metodo separacije spremenljivk:
w(x, t) = P(x)G(t)
P"(x)G(t) — a’P(x)G(t) — 2hP(x)G(t) — b?P(x)G(t) =0
P"(x) a?G(t) +2hG(t) + b2G(b) 2
P(x) G(t) -
P"(x) + k?P(x) =0,  a?G(t) +2hG(t) + G)(B? + k) =0

Za prvo enacbo sta robna pogoja P(0) = 0 in P(1) = 0. Splosni resitvi za ti dve enacbi sta
torej:

. nmx ot Bt
Pn:SIHT: Gn, = Ape™t + B ePnt, neN

Tu smo z a,, in 8, zaznamovali nicle karakteristi¢ne enacbe:

2.2
2r2+2hr+<b2+nlg >=0
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Torej:

nmx
w(x, t) = Z (A et + Bpebnt) smT

Uporabimo Se zadetna pogoja:

o

w(x,0) = —F(x) = Z(An +B,) sinn—TlTx

nmx

at = Z Ana, + B,Sr) smT

Z razvojem v Fourierove vrste sklepamo, da za koeficiente vrst veljajo zveze:
l

2 . nmx
Ap + B, = —TfF(x)sdex

t=0

0
Apan, + B, =0
Resitev zapiSemo v obliki:

smhb(l ot nmwx
= n Bnt -
u(x, t) o hbl Z(A et + B efnt)sin l

75. Enacba za nihanje okrogle membrane

Naj bo membrana okrogle oblike in' s polmerom R. Ker imamo opravka s kroZzno geometrijo, bomo
uporabili polarne koordinate x =rcos¢ in y = rsin¢@. Dvodimenzionalna enacba valovanja v
polarnih koordinatah ima obliko:

0°u _ ,(0*u 10u 1 9d%u

—_ _———

ot? <6r2 ror r? 62<p>
Ker bomo iskali le tiste resitve u(r,t), ki so radialno simetri¢ne, torej niso odvisne od kota ¢, se

enacba poenostavi:
0%u 0%u 10u
— == +-=
ot? or? ror

Membrana je na robu pritrjena, zato je robni pogo;j:
u(R,t) =0
Da resitve ne bi bile odvisne od kota ¢, postavimo zadetna pogoja takole:
w0 =0, 2 =g
t=0
Enacbo resujemo z metodo separacije:
1. Resitevis¢emo v obliki:
u(r,t) = Wr)G(t)

WG = c? (W”(r)G(t) + %W’(T)G(t))

G W'(r) 1w'(r)

2600 W@ rwm

w"(r) + %W’(r) + k*W(r) =0, G +2%G(t) =0, A=ck

2. Prvo diferencialno enacbo lahko prevedemo na Besselovo diferencialno enacbo z vpeljavo
nove spremenljivke s = kr:

= k2

Wiy - W ds _ aw
= s ar -V ds
W) = d (k dW) ds 2dZW
- ds ) dr ds?
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Dobimo enacbo:
d*w LW
ds?2 ' s ds B
To je Besselova diferencialna enacba za v = 0. Splosna resitev je torej:
W(s) = cJo(s) + Yo (s)
Funkcija Y, ima logaritemsko singularnost pri x = 0, torej smemo zahtevati, da v resitvi ta
funkcija ne nastopa, oziroma ¢, = 0. Za prvo konstanto pa lahko dolo¢imo ¢; = 1:
W(s) = Jo(kr)

Besselova funkcija J, ima neskonéno mnogo realnih nicel. Pozitivne ni¢le oznacujemo z a,,.
Torej je:
. am

kR = a, alik,, =z
Odtod sledi, da je resitev prve diferencialne enacbe:

a
Win(s) = Jo (57
Splosna resitev druge diferencialne enacbe je:
G (t) = Ap, cos Ayt + By, sin At
Torej:
. Om
Uy (1, t) = (A, cos At + By, sin A, t) ], (? r)

3. Dadobimo resitev, ki bo ustrezala Se zacetnim pogojem, resitev obravnavamo kot vrsto:
oo

u(r,t) = Z(Am cos At + By, sin A,,t)] (%" r)

n=1

Uporabimo prvi zacetni pogoj:

u(r,0) = £r) = ) AnJo ()

Ker lahko funkcijo f(r) razvijemo v Fourier Besselovo vrsto, lahko izpiSemo koeficiente 4,,

Ay = th )frf(r)jo )dr meN

Uporabimo Se drugi zacetni pogoj:
ou

| =90 = Budnlo (F7)

Koeficienti B, 4,, S0 ponovno koeficienti Fourier-Besselove vrste:

t=0

B, = rg(r)]o )dr meN

W[

4.3. Laplaceova enacba

76. Laplaceova enacba - kako izgleda? Pri kaksnih dodatnih pogojih jo resujemo?

Ena od pomembnejsih parcialnih diferencialnih enacb, ki se pojavljajo v fiziki je Laplaceova enacba:
0%u  0%u 0%u
Au_(’)x2+6y2+022 =0
Pri Laplaceovi enacbi nimamo zacetnih pogojev, ampak le robne pogoje. Uporabljamo oznake C za
rob podroéja D in f(P), fi(P), f,(P) za dane funkcije tocke P, ki lezi na robu C. V glavhem
razlikujemo tri probleme:
1. Dirichletov problem — iS¢emo harmonicno funkcijo, ki je definirana na podrocju D in na robu
C zavzame predpisane vrednosti. Naloga ima enoli¢no resitev pri razmeroma Sirokih pogojih
za funkcijo f(P). Pogoj ima obliko:

ule = f(P)
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2. Neumannov problem — is¢emo funkcijo, ki ima na robu predpisan normalni odvod. Da je
naloga sploh resljiva, mora biti:

ffc Z—stzi fi(P)ds=0

Ce je Neummanova naloga reéljiva, je reditev dolocena le do aditivne konstante natan¢no.
Pogoj ima obliko:

ou

—| = f(P)

anc

3. Mesani problem —ima obliko:

@+%9L=ﬁ@)

77. Resite Laplaceovo enacbo za notranjost kroga!

Podroc¢je D naj bo krog z radijem r = a in predpis na robu, to je robni pogoj ul,—, = f(¢). Ker
imamo krozno geometrijo bomo uporabili polarne koordinate. Enacba se glasi:

1 1
Au(r, @) = upy +;ur + 2 Upp = 0
Oziroma:
T2 Uy + TU 4 Uy = 0
ReSevanja problema se lotimo z metodo separacije spremenljivk:
1. Resitev bomo iskali v obliki:
u(r,9) = ROF(p)
r?R"(r)F(p) + rR'(NF () + R(MF(p) = 0
RO RO Fe)
R(r) R(r) F(¢p)
r?2R"(r) + rR'(r) — k?R(r) = 0, F(p) + k*F(p) =0
2. Splosna resitev druge diferencialne enacbe je:
F(p) = Acoske + Bsinkg
Ker vemo, da velja F(¢ + 2m) = F(¢), je k € Z. Prva enacba pa je Eulerjeva diferencialna
enatba, ki jo redujemo z nastavkom R(r) = r#:
AA=Drr+ 1t —k?rt =0
A2 —k?2=0
A==k

Splosna resitev je torej:
R(r) = Cr¥ +Dr7*

Ker je potencial v srediscu kroga omejen, sledi D = 0. Torej so resitve:
R(r) =1k, F(¢) = Acoske + Bsinke, keZ

u(r, @) = Z(Ak cosk@ + By, sinkg) r*
k=0

3. Upostevajmo robni pogo;j:

u(a, @) = f(p) = Z(Ak cos kg + By sinkg) a®

k=0
Funkcijo f (¢) razvijemo v Fourierovo vrsto:
f(lp) = z acosko + B sinkeo
k=0

Koeficienti a; = A,a® in B, = Bra” so Fourierovi koeficienti. Zapisemo rezultat:

u(r, @) = Z(ak coske + By sink) (E)
k=0
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4.4. Resevanje z Laplaceovo transformacijo

78. Resevanje valovne enacbe s pomocjo Laplaceove transformacije.

Naj bo Zica pol neskoncna in naj se Siri vzdolz osi x. Pri t = 0 se konec Zice za¢ne premikati vzdolz osi
¥ na nacin, ki ga opisemo z robnim pogojem y(0,t) = f(t). IS¢emo odklon Zice y(x,t). Dobimo
enodimenzionalno valovno enacbo:

2 2
0%y _ 20
ot? 0x2
Zacetna pogoja naj bosta:
won=0, 2 =o
y x) - ] at =0 -

1. Napravimo Laplaceovo transformacijo glede na t:

2 dy , &2
s“L{y(x,t)] — sy(x,0) — En . =a WL[y(x, t)]
Upostevamo zacetne pogoje:
2 2

S
Wﬁ[ﬂx' ] - ;ﬁ[Y(X, ] =0
2. Toje navadna diferencialna enacba za L[y(x, t)] = Y(x,s):
2

s
Y'(x,5) —=Y(x,s) =0
a
Splosna resitev te diferencialne enacbe je:
S S
Y(x,s) = A(S)e_ax + B(s)eax
Ker mora veljati |[Y (x,s)| < M za x — oo, sledi B(s) = 0. Uporabimo prvi robni pogoj:
LIy(0,0)] =Y(0,5) = A(s) = Sll[f(t)] = F(s)
Y(s,t) = F(s)e a*

3. Preostane le Se inverzna Laplaceova transformacija, ki jo najlazje opravimo s pomocjo tabel:

y(et) = £ (£ =) us(®

Ali drugace:

y(x,t) =f(t—§)u(t—f)

a

79. Resevanje enacbe za prenos toplote s pomocjo Laplaceove transformacije.

Vzemimo enacbo:

0°u  ,0u
—_— =t —
0x? ot
Naj bosta robna pogoja:
u(0,t) = f(v), lim u(x,t) < o
X—00
Zacetni pogoj naj bo:
u(x,0)=0
1. Predpostavimo L[u(x,t)] = U(x,s). Napravimo Laplaceovo transformacijo diferencialne

enacbe glede na t:
2

d U = a?sU 2 0
e (x,s) = a*sU(x,s) —a“u(x,0)

Uporabimo zacetni pogoj in dobimo navadno diferencialno enacbo:
U'(x,s) —a®sU(x,s) =0

2. Splosna resitev te enacbe je:
U(x,s) = A(s)e™ V5 4 B(s)e®Vsx
Zaradi omejenosti funkcije (drugi robni pogoj) je B = 0. Uporabimo $e prvi robni pogoj:
U(0,s) = A(s) = LIf ()] = F(s)
U(x,s) = F(s)e‘a‘/gx
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3. Preostane le Se inverzna Laplaceova transformacija. V tem primeru je to nekoliko bolj
zapleteno. Koncni rezultat je:

(0 =1 f(ax>
u\x, =1—erf|\—=
2Vt
80. Resite Laplaceovo enacbo v krogelnem koordinatnem sistemu! Poiscite le

u=u(r, e)!
Laplaceova enacba se v krogelnem koordinatnem sistemu glasi:

Au( 19)_1 6(26u>+1 6( 6u) 1 0%u]
W@ v =25\ ar sing dg m(p(i(p sin ¢ 992|

Naj bo en od robnih pogojev:

u(R,¢,9) = f(p)
Vrednosti na robu sfere torej niso odvisne od kota 9. Sledi, da is¢emo resitev u = u(r, ) in se nam

zato enacba nekoliko poenostavi:
6(26u>+ 1 6(_ au) 0
or r dr/ sing@ de ¢6¢

;im u(r,,9) =0

Naj bo drugi robni pogo;j:

To resitev bomo iskali s pomocjo metode separacije spremenljivk:
1. Resitev bomo iskali v obliki:

u(r,¢) = G(r)H(p)

d , _
5(7”26 (MH(p)) + =0

1 0 1 0

G(r)or 6T m) + H(w)smw@w( sing H(@)) =0
1 0 1 1 d /. .

G ar r2G'(r)) = _WW%(SIH(I)H(@) =k

Dobimo dve navadni diferencialni enacbi:

%(rzG’(r)) —kG(r) =7%GC"(r)+2rG'(r) —kG(@) =0

1 0
Sing 90 (sm<p H((p)) +kH(p) =0

2. Prva diferencialna enacba je Eulerjeva diferencialna enacba, ki se jo lotimo z nastavkom
G(r) = r%. Postavimo e k = n(n + 1):
ala —Dr* 4+ 2ar* —nn+ Dr* =
ala+1)—nn+1)=0
Nicli tega karakteristicnega polinoma sta @; = nin a, = n — 1. Torej sta splosni resitvi:
G,(r) =1r", Gi(r)=r"n1
Tudi v drugo diferencialno enac¢bo postavimo k = n(n + 1). Poleg tega vpeljemo $e novo
spremenljivko w = cos ¢ in upostevamo sin® ¢ = 1 — w?. Upostevamo tudi odvajanje po w:
dg dg dw dg
ing T

d(p dw d(p

Tu je g splosna funkcija. Sledi:
1 dg_ dg . dg  , dg
Sm(pd(p = —sin <de

sinpdp Cdw’
Torej se druga enacba prevede v:
d ( 1 2)dH)+ (n+DHW) =0
T 1-w Tw nn+ 1DHW) =
Aw) = (2wH W) +w?HW)) +n(n + DHW) = 0
(1 -w?HW) -2wHW) +n(n+ 1DHW) =0
Ta enacba pa je Legendrova diferencialna enacba. Njene resitve so Legendrovi polinomi:
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H(w) = B,(w) = B,(cos ), n=20,12,..
Dobili smo resitve:
. Uy (1, @) = ApPp(cos@) 1", up(r,@) = ByPy(cosg) r
3. Ce nas zanima notranjost sfere, moramo izbrati prvo resitev, saj bi druga v srediscu presegla
vse meje:

-n-—1

unot(r: §0) = Z An Py (COS §0) ™
n=0

Upostevamo robni pogo;j:

tnot(R, @) = f(9) = ) AnP(c0s ) R
n=0
Torej so koeficienti 4,,R™ koeficienti posploSene Fourierove vrste po Legendrovih polinomih.
Dolocimo jih tako:

2n+1
A R™ =

1
ff(W)Pn(W) dw, n=0,1,2,..

-1

Funkcija f(w) oznacuje funkcijo f(¢) kot funkcijo spremenljivke w = cos ¢. Koeficiente
lahko torej izrazimo:

Vi
2n+1 .
Ap = _[f(¢)Pn(COS @)sing dp, n=0,12,..
0

2R™

Ce nas zanima zunanjost sfere, moramo izbrati drugo resitev, saj prva ne bi zado3¢ala
drugemu robnemu pogoju:

Upyn (1, @) = Z B, P, (cos @) ronl
n=0
Podobno kot pri prejSnjem primeru uporabimo robni pogoj in izrazimo koeficient B,, kot
koeficient Fourierove vrste:
2n+1

Bn = 2R—n-1

s
[ r@rcosprsngds,  n=012.
0

81. Resevanje Laplaceove enacbe v pravokotnih koordinatah.

Naj bo obmocje D pravokotnik:
0<x<aq, 0<y<b
Enacba se glasi:
A 0%u  0%u
u(x,y) = I + ay?
Robni pogoji pa naj bodo:
u(x,0) =f(x),  ulx,b)=g(x)
u0,y) =F(@), ulay) =G()
Pri teh nehomogenih robnih pogojih ne moremo doloditi separacijskega parametra, zato raz¢lenimo
funkcijo na dva sumanda:
u(x,y) =v(x,y) +wx,y)
Naj bosta novi funkciji resitvi Dirichletovih problemov:
0%v  0%v ’w  0%*w

ANv=—+—=0 Aw = —=0
VT 9z + ay? W= axz * ay?
Z robnimi pogoji:
v(x,0) =fx), v,b)=gkx), v(0O0y)=0  v(ay) =0
w(x,0)=0, wl,b)=0, wO,y)=F@), wlay =G6»)
Vsako od novih nalog posebej resimo s pomocjo metode separacije spremenljivk:

1. Resitve bomo iskali v obliki:
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v(x,y) = X@Y ()
X"(OY() + X@V () =0
X'@_ Yo,
X~ YO)

X"(xX)+k*X(x)=0, Y()—k?Y(y)=0

2. Splosna resitev prve enacbe je:
X(x) = Acoskx + Bsinkx

X(0)=A4=0
nm
X(a)=0=Bsinka—>k=7, n €N
nmwx
X,(x) = sinT, neN

Splosna resitev druge enacbe je:
Y(x) = Ce* + De™ ™Y

nmy nmwy
YV,=C,e a +Dye a, n€N
Resitve so tore;j:

[o¢]

ny ny
v(x,y) = Z (Cne a +Dyea

n=1

nmy\ = Nmx
)sm—
a

3. Uporabimo Se preostala robna pogoja:

nmnx
(Cn + Dn) SiI’lT

NgE

v(x,0) = f(x) =

[oe]

1

S
Il

nnb nmb
v(x,b) =g(x) = Z (Cne a +Dpea )sinT

n=1

Koeficiente lahko izrazimo z razvojem funkcij f (x) in g(x) v Fourierovo vrsto:
a

2 . nmx
Cn+Dn=Eff(x)sdex, neN
0

a

f g(x) sin

0
Podobno resimo Se enacbo za w(x, y) in dobimo koncno resitev.

nmh nmh 2

nmb nmb nwx
Che a +D,ea =

— —dx,
a a

4.5. Nehomogene enacbe

82. Resevanje nehomogene valovne enacbe.

IScemo resitev nehomogene enodimenzionalne valovne enacbe:
°u _ ,0%u
W =C W + f(x, t)
Naj ima problem homogene robne pogoje:
u(0,t) =0, u(a,t) =0
Naj bodo zacetni pogoji:

du
u(x,0) = g(x), Eri h(x)
t=0
1. Najprej pois¢emo resitve homogene enacbe:
*u*  o%u’
=c
ot? 0x?

Uporabimo metodo separacije spremenljivk:
w(x,t) = X(x)T(t)
Po znani poti pridemo do (glej odgovor na vprasanje 67):

. nmx
X, (x) = sin—
a
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2. Resitev nehomogene enacbe is¢emo v obliki

u(x,t) = Z T,.(t) sinnT:x

Tako zapisana resitev Ze ustreza robnim pogojem. Funkcije T, (t) izberemo tako, da resitev
ustreza Se parcialni diferencialni enacbi in zacetnima pogojema. Preostale funkcije razvijemo

po funkcijah X,, (x):
> nwx
flx,t) = Z () sin—
n=1 o a

nwx
u(x,0) = = T,,(0) sm—
du —h & 7. (0 nmx

ri (x) = ( )sm

n=1
Pri tem so F,(t), T,,(0), T(0) ustrezni Fourlerow koeficienti:

E,(t) = aff(x, t) sin?dx

2 . nmx
T,(0) = afg(x) sdex
0
a

. 2
T,,(0) = Ef h(x) sin?dx

3. Ce upostevamo

, nmwr nmx . n’n?  nmx n?m?
X'(x) =—cos—, X"(x) = ———sin = -———X(),
a a a a a

lahko vrste vstavimo v zacetno enacbo:
[ee]
2.2

i T.(OX,(x) = —c? Z n ,ZT
=1

T, (O)Xn(x) + ) F ()X (x)
2

Da bo enacba izpolnjena, morajo biti istolezni koeficienti pri X, (x) enaki. Tako dobimo
diferencialno enacbo:

. c*n?m?

T, () + Tn(t) = Fy(t)
Neznani koeficienti T, (t) so resitve navadne nehomogene linearne diferencialne enacbe
drugega reda s konstantnimi koeficienti. Poznamo njene zacetne pogoje, torej jo lahko za
vsak n enoli¢no resimo.

83. Resevanje parcialnih diferencialnih enacb z nehomogenimi robnimi pogoji.

IScemo resitev nehomogene enodimenzionalne valovne enacbe:

0%u 62 + 0
5e2 c? f(x,
Naj bodo zacetni pogoji:
du
ulx,0)=gx), S| =hx)
t=0

Robni pogoji pa naj bodo nehomogeni:

u(0,t) = @(t),  u(a,t) = ()

Postavimo funkcijo:

a—Xx X
w(x, t) = q’(f)T + ll)(t)a
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Ta funkcija o€itno zado$¢a robnim pogojem enacbe, ne zado$ca pa sami enacbi in njenim zacetnim
pogojem. Zato vpeljimo Se funkcijo v(x, t):
ulx,t) =w(x,t) + v(x,t)
1. Funkcija v(x, t) je resitev enacbe:

 ot?
Tukaj smo upostevali:

0%u _o*w v 9w a<_@+@>=0

9z 92 "9’ oxZ ox\ 4 a
Funkcija v(x, t) ustreza homogenima robnima pogojema:
v(0,t) =0, v(a,t) =0
Zacetna pogoja pa sta:

9
v(x,0) = g(x) — w(x,0), a_:

ow
=h(x) ——
=0 ot

t=0

Neznana funkcija v(x,t) je tako reSitev nehomogene parcialne diferencialne enacbe s
homogenimi robnimi pogoji. To enacbo lahko nekoliko preoblikujemo:
0%v 0%v 02w

F=C2ﬁ+CI(x't)' Q(x,t)zf(x,t)—w

Prepoznamo parcialno diferencialno enacbo iz vprasanja 82, torej lahko nadaljujemo

reSevanje kot pri omenjenem vprasanju.
2. Vcasih uspe najti tako partikularno resitev nehomogene enacbe, ki ustreza tudi robnim

pogojem. Naj bo w(x, t) taka funkcija:

ulx,t) =w(x,t) + v(x,t)

Imamo enacbo:
2*w 0?

w
3 = ¢ gy /)

w(0,0) =), w(at)=9()
Tedaj ustreza v(x,t) homogeni enacbi, s homogenima robnima pogojema in nekoliko
drugacnim zacetnim pogojem. To je v enacbi:

0%v 26217

—_— =t —

ot2 0%x

In robna pogoja:

Robna pogoja sta:
v(0,t) =0, v(a,t) =0
Zacetna pogoja pa sta:

v ow
v 0) = g0 ~wx0), 5| =h@-7|
t= t=
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