Laplasova transformacija
L{f ()} = F(s) = f f (t)e it

LYF(s)}= f(t) =i._‘.6+.ij(s)-eSt -ds, t>0
272] @

-]

L{.} — Laplasova transformacija

L-{.} — Inverzna Laplasova transformacija

s — kompleksna ucestanost (komp. prom. Laplasove trans.)
F(s) — kompleksan lik funkcije f(t)

f(t) — original funkcije F(s)



Osobine Laplasove transformacije

1. Teorema linearnosti L{a, f,(t) +a, f, (1)} =a,F (s)+a,F,(s)

2. Cisto vremensko kadnjenje

3. Pomeranje kompleksnog lika

s

Konvolucija originala

Teorema o izvodu originala
Teorema o integralu originala
Teorema o izvodu kompleksnog lika

Teorema o promeni vremenske skale

e %8 N o0 W

Prva grani¢na teorema

10. Druga graniCna teorema

L{f(t—7)}=e""F(s)

L{e ¥ f (1)} =F(s+a)

L(f (1) £, (1)} = Fi(s)- R, (s)
{ f(O}=sF(s)—1(0.)
L{J- F(t)dt) = —>2 F(S)

L{f )} =(D"

L{f(g)}:aF (as)
lim f (t) = lim sk (s)

t—0, S—a0

lim f (t) = limsF(s)

t—o0 s—0

L F(S)
S




Tablica Laplasove transformacije

f(t) F(s)
5(t) 1
N n!
t"h()
S
ot 1
S+a
{Ng—at n!
(S n a)n+1
S
cos(mt)
5% + @°
e~ cos(wt) > +2a >
(s+a)  +w
. )
sin(at)
5% +w”
e~ sin(wt) @




Hevisajdov signal

h(®) A

1

0, t<O0
h(t) =
017 126

FE =L )= [ 10 dt=[ 1o td=-=

w |k



Dirakov impuls

5(1)

A
0 <.
0, t=x0
o) = {oo t=0
jé(t)dt ~1
dh(t) 1

F(s)= =sL{n()} ~h(0.) =5~ ~0=1

dt



Jedinicni nagibni signal

f(t) A\

1

>
0, t<O
h(t):{t, t>0
o tet” 1
F(s)= LEF@Y = Lt-h@) = | teddt=—"— 42 f

+—j e Sldt =

1

S2



Primer — slozen signal 1

(0, t<0
h(t):il’ O<t<a
-1, a<t<?2a
0, t=za f(t)
1
0 a 2a
1k---

f (t) = h(t) — 2h(t —a) + h(t — 2a)

F(s) = L{f (t)} = %(1 pe-s_e-es)



Primer — slozen signal 2

-

0, t<O R
h(t)=<Asint, 0<t<~r Al , /7N .
: / :
\0, t>rx § J/ :
o z
S :
Y § :
L :
¥ ;
. :
: /
0 U ‘{
\ 7\
A /.
A\ /2\
T :
. :
\
\
\
\
) \ )
AL : N )
0 T ~ 21

f (t) = Asint - h(t) — Asin(t — z) - h(t — 7)

F(s):A( L +eSﬁJ: A (1+e_5”)

s?+1 s°+1 s? +1



Primer — slozen signal 3

0, t<O
A fO A
h(t):<?t, o<t<T A bL____
AteT
2
A A A
f(t) —?t-h(t)—zh(t—T)—?(t—T)-h(t—T)

A A
F(s)=—+e " |-—e™*'



Inverzna Laplasova transformacija

_P(s)  bps™+bp g™+ .+ bs+by
Q(s) s"+a, 8" +..+as5+a,

F(s)

Za odredivanje inverzne Laplasove transformacije su od
posebnog znacaja polovi funkcije F(s), i tu se mogu uociti Cetiri
karakteristicna slucaja:

— Svi polovi funkcije F(s) su realni i prosti

— Funkcija F(s) ima visestruke realne korene

— Postoje konjugovano-kompleksni polovi, a realni su, ako postoje, prosti
— Funkcija F(s) ima visestruke konjugovano kompleksne polove



Polovi funkcije su realni i prosti

F(s)=20) _ P(s)
Q(s)  (s—s1)(5—S3)...(6—5y)
_ Kl K2 Kn _ \ Kk
R(8) = S—$; " s—S, e S—S§, _kz_;s—sk
Ky :[(S_Sk)%}

d (c_
Ky = Iim{(s—sk)_}: im ds(sd S )P(s) _ P,(sk)
S—Sy Q(S) S— Sy EQ(S) Q (Sk)

n n
f(t):L{Zus }:ZKk'eskt’ t>0
— Sk



Polovi funkcije su realni visestruki

F(s)=—8) _ P(s)
Q(s)  (s—51)°(s—54)...6-p)
F(S)_ K 11 + K12 > 4 K13 4 C Kk
(s—5)° (s-s))° (5—51) f=s—s
(5—31)3 ZE; Kip+(s=8)Kpp +(s - 51) Kiz+(s—51) ZS S,
K11 = {(5 51)3 (F;ES;}
P(:)Sl Kim = = |: dm__l (S_Sr)p @:|
K., =| —(s—s)3 (m-D)! ds™* Q(s) |._
12 |: ( 1) :| S=S,
Q(s) I
L m=212,..p
d* P(s)
K13_ |:dZS 51 SQ()}

n
f(t) = ACE t2 T Ky te™ + Ke™ +2Kk e t>0
k=4



Polovi funkcije su konjugovano kompleksni

Fie) - P) P(s)
Q(s)  (s—s)(s—sy)(s—S3)...(5—5y)
F(s) = S K1*+ Rs 4 4+ Kn
S—S; S-S, S—S, S—S,
S,=—a+jo, S =—a—] .
o S e K, -a jo- PO
Ki=a+jb, K;=a-jb Q)s-—asjo
. . n n

- : : 2 2
(s+ta)—jo (s+a)+jo =s—s (s+a) +w — S-S,

n
f(t)=2a-e *sinwt—2b-e ™ cos wt +Z K, t>0
k=3



Primer primene Laplasove transformacije

. 0,
Z ‘ f)
N
D/

* Mehanicki sistem je opisan diferencijalnom jednacinom

d%x(t)  dx(t) -
m " +CT+k-x(t)_f(t)

dx
f(t)=0 x(0_)=x,=1 E(o_)zo

N



Primer — nastavak

* Primena Laplasove transformacije na dif. jedn. daje:

m(sZX(s)—sx(o_)—%(o_)jm(sx (s)—x(0_))+k-X(s)=0

* anakon sredivanja:

(m32 +CS+ k)X (s) = (ms +¢)x(0.)

mSs +C ms +C
X(s)=— x(0_) =—
ms< +cs + K ms< +cs + K
S+ =

B 2, k
Q(s) s“+Ls+&



Primer — realni jednostruki polovi

e Zak/m=2ic/m=3 Razvoj u sumu parcijalnih sabiraka

S+3 S+3 2 1

s°+3s+2 (s+D1(s+2) s+1 s+2

* Original x(t) se dobija promenim inverzne Laplasove
transformacije (upotrebom tablica)

x(t) = LHX(s)} = L—l{i} — L—l{i} —2et—g®
s+1 S+2
K=2; M=1; c=3; nule =
P=[M c]; 0O=[M c K]; -1
[nule,polovi,ostatak]=residue (P, Q) 2
polovi =
plot (poloviteps*j, 'x') -2

roots (Q) ostatak =
[ ]



Primer — realni visestruki polovi

e Zak/m=4ic/m=4 Razvoj u sumu parcijalnih sabiraka

s+4 s+4 1 2
X(s) == = = + >
s“+4s+4 (s+2)° S+2 (s+2)

* Original x(t) se dobija promenim inverzne Laplasove
transformacije (upotrebom tablica)

X(0) = LH{X ()} = L_l{si% Ll{ 2 } e 4 2te

+2 (s+2)°
K=4; M=1; c=4; nule =
P=[M c]; 0O=[M c K]; 1
[nule,polovi,ostatak]=residue (P, Q) 2
polovi =
plot (poloviteps*j, 'x') -2

roots (Q) ostatak =
[]



Primer — konjugovano-kompleksni polovi

e Zak/m=3ic/m=2 Razvoj u sumu parcijalnih sabiraka

2
X (s) = S+2 s+1+1 s+1 1 \/_

s2+25+3  (s+1?+(W2)? (s+D)?+(2)? V2 (s+1)?+(V2)?
* Original x(t) se dobija promenim inverzne Laplasove
transformacije (upotrebom tablica)

o o s+1 1 4 V2
x(t) =L {X(s)}=L {(s+l)2+(\/§)2}+\/§ . {(s+1)2+(\/§)2}

1

V2

x(t) = e cos(tv2) + ——=e " sin(tv/2)



Primer — uporedni prikaz
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Odziv modela 2. reda

* Uvodenjem smena model se moze napisati kao

C
G = Faktor relativnog prigusenja
Wy, = 1/ <——— Prirodna uCestanost
ms +C S+2&w
X(s) = X = “On__y.

0
ms? +cs+k %+ 28w, S+ of

* Na karakter odziv sistema uticu polovi sistema
s +2&w.S+wf =0

81’2 = —fa)n T w, 52 -1 <—— Realni koreni &1

- 2
S1,2 - _fa)n T Jo, 1—5 <— Konjugovano-kompleksni polovi &<1



Lokacije konjugovano-kompleksnih polova

Nm{s}=jo

jony1-&2

— jon/1- €




Uticaj & na lokacije polova

N\
Im{s}=jw
Smer porasta ¢

0<&<1

/

0 Re{s}=c

0<E<1

Smer porasta &




y(t)

Prigusen odziv sistema

Polovi sistema realni i prosti.
Odziv je priguSeno aperiodican.

Polovi sistema konjugovano kompleksni.
Odziv je priguSeno oscilatoran.

y(t) = —20 g @t sm( w,\[1— &2 -t +arccos 5)

1—5



Osobine linearnih modela

Princip superpozicije. Odziv linearnog sistema na pobudu
datu zbirom pojedinacnih pobuda moze se dobiti kao suma
odziva na pojedinacne pobude, koje na sistem deluju
nezavisno jedna od druge.

Princip stacionarnosti. Ako na linearan, stacionaran sistem
bez pocetne energije (nulti pocetni uslovi) deluje pobuda
X(t)h(t) i odziv na tu pobudu je y(t)h(t), tada ¢e za Cisto
vremenski zakasnjenu pobudu x(t-T)h(t-T) sistem imati odziv
v(t-T)h(t-T).

— Ova se osobina joS naziva i nezavisnost pocCetka raCunanja vremena.



Primer — pobuda h(t)

>> K=2; M=1; c=3;
>> P=[1]; O=[M ¢ K 0];
>> [nule,polovi,ostatak]=residue (P, Q)
nule =
0.5000
-1.0000
0.5000
polovi =
-2
-1
0
ostatak =

[]

>> t=0:0.01:10; y=0.540.5%exp(-2*t)-1*exp(-t);
>> plot(t,vy)
>> step(l, [M c K]J]) % kasnije



