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1. Uvod







14 2. Vzorcenje

Frekvenca vzorcenja je obratno sorazmerna intervalu vzorcenja

F, = (2.2)

1
T
in pove Stevilo vzorcev na enoto Casa.

Pri vzorcéenju hitro spoznamo soodvisnost med ¢asovnima spremenljivkama ¢ in n. Obe sta

povezani po periodi vzorcenja T in sicer

t=nT = — 2.3
"7 = (2.3

Kot posledica te povezave, mora obstajati tudi neko razmerje med frekvenco F' zveznega signala
(ali Q) in frekvenco f (oziroma w) ¢asovno diskretnega signala.

Zaradi lazjega razumevanja vzemimo zvezni signal
zq(t) = A - cos(2nFt + ©) (2.4)

ki ga vzor¢imo s frekvenco vzorcenja Fy = % kar da diskretni signal

s

zo(nT) =x(n) = A-cos(2mnFT +O) = A - cos (27;5” + @) (2.5)

Ce primerjamo ta izraz z izrazom, ki smo ga srecali pri ¢asovno diskretnih sinusnih signalih:
x(n) = A-cos(2mft + O), (2.6)
tedaj lahko takoj uvidimo povezavo med F'in f

f = (2.7)

F
Fs
oziroma
w=Q-T (2.8)
V primeru (2.7) govorimo o relativni ali normirani frekvenci, ki podaja frekvencno diskretno
spremenljivko f.

V primeru zveznega signala sta potekali spremenljivki

—00 < FF< o0
(2.9)
—00 < ) < 00
do¢im pa v ¢asovno diskretnih sistemih je
1 1
2 </ <3 (2.10)

—TnT<w<T
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Slika 2.2: Preslikava spektra zveznega signala v spekter vzorcenega signala
2.2 Princip vzorcenja

Vrnimo se sedaj, ko smo spoznali povezave med zveznimi in diskretnimi spremenljivkami F'; €2
ter f, w nazaj na princip vzorcenja zveznega-analognega signala.
Pri vzoréenju zveznega signala prihaja do mnoZenja (modulacije) med osnovnim zveznim

signalom x,(t) in nizom Diracovih delta funkecij 6(¢).

Ty (t) = 24 (t) - s(t) (2.19)
kjer je
+oo
s(t)= Y o(t—nT). (2.20)
Iz tega sledi, da je
+o0o

Too(t) = z4(t) - Y O(t—nT). (2.21)

To lahko tudi zapiSemo v obliki

+oo

Too(t) = > xe(nT) - 5(t —nT). (2.22)

Napravimo sedaj Fourierovo transformacijo (FT) med signalom x,., kar predstavlja kon-
volucijo med FT X, () in S(Q2).

o1 <X
S(Q) = — 0 —k-Q,. 2.23
@=F 3 o ) (2.23)
kjer je ., = 2% in je frekvenca vzoréenja v radianih na sekundo (rad/s). Ker je
1
Xl (9) = S X, () 5() (224)
s
kjer * pomeni konvolucijo, sledi
1 &
Xoa() = > Xa(Q— k- Q). (2.25)

k=—o00
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Vidimo, da je FT ¢asovno diskretnega, torej vzor¢énega signala, x,,(t) sestavljena iz periodi¢no
se ponavljajocih kopij FT zveznega signala x,(t).
Kopije X,(£2) so multiplicirane s celoStevilénim faktorjem vzor¢evalne frekvence F),,, na

katere se preslikajo kot je razvidno na sliki 2.3.

X, (Q)
-Qn ! +Qy > Q
S(2)
o
T T 1 T
> O
—2Q Qg 0 Qg 2Qg
X, ()
1
r
i | i » O
Qg —Qy +Qy Q-Qy Qg
Slika 2.3: Posledica vzorcenja analognega signala v frekvenc¢nem prostoru
Iz slike 2.3 je razvidno, da v primeru ko je spekter signala v mejah:
Q. — Qx> 0Qn ali Q,, > 2O (226)

ne prihaja do prekrivanja posameznih kopij frekven¢nih spektrov. V tem primeru lahko iz

vzor¢enega signala x,,(t) restavriramo analogni, vzorceni signal x,(t) tako, da e uporabimo
idealno nizko sito H,(€2).

Vidimo, da je rekonstruiran signal po situ H,(2)

X,(Q) = X.(9). (2.28)

Ce pa je Q,, < X,(Q2), tedaj se kopije spektrov X, (€2) prekrivajo in X,(€2) ne moremo rekon-

struirati z uporabo nizkega sita.
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s(t) = ZB(t—nT)

n=—oo

x,(2) % Ho(Q) x,(t)
r
X, (Q)
T » Q)
-Qy +Qy
X (Q)=X_(Q)
‘ | | >0
Qg -Qn 0 +Qn Q-Qn Qg Qg +Qy
VHL(Q)
T Qy <Q <(Q5-Qy)
Q)
_Qc 0 Qc
X ()
| )
-Qy +Qy

Slika 2.4: Rekonstrukcija signala z uporabo nizkega sita

XVZ (Q)

Slika 2.5: Prekrivanje spektrov

2.3 Nyquistov teorem o vzorcéenju

Naj bo xz,(t) frekven¢no omejen signal

X.(Q) za |Q]> Q.

(2.29)
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Potem je z,(t) enoli¢no dolo¢en z vzorci:

zn| =z,(nT), n=0,£1,£2,... (2.30)
¢e velja da
2m
Q,, = 2= =920 2.31
=20y (231)

Frekvenco 2y najveckrat kar imenujemo kot Nyquistovo frekvenco in 2€2y je Nyquistova vzorce-
valna frekvenca, ki je minimalna frekvenca vzorcéenja. Pri tem pogoju ne prihaja do prekrivanja

spektrov in signal lahko rekonstruiramo.

2.4 Rekonstrukcija pasovno omejenega signala iz vzorcev

Glede na teorem o vzorcenju casovno zveznega frekvenéno pasovno omejenega signala, lahko ta
signal to¢no rekonstruiramo iz znanih vzorcev signala.

V predhodnem poglavju smo videli, da v primeru mnozenja zveznega signala z “glavnikasto
funkcijo” (vlakom ¢ impulzov) dobimo vzorcen signal, katerega spekter je enak spektru zveznega
signala, le da se ponavlja okoli mnogokratnikov vzorcevalne frekvence. Ko smo ta signal filtri-
rali z ustreznim nizkim sitom, smo po primerjavi spektra vzorcenega in filtriranega signala s
spektrom zveznega signala ugotovili, da sta spektra identicna.

Ce torej imamo niz vzorcev z[n], lahko oblikujemo vlak impulzov 4(t), katerih zaporedni
impulzi pripadajo povrsini signala:

+oo
vy(t) = Y x[n]-5(t —nT) (2.32)
n=—o0o
n-ti vzorec je povezan z impulzom t = n - T, kjer je T' perioda vzorcenja.
Ce sedaj iz tega vlaka impulzov vodimo posami¢ne impulze na vhod idealnega nizkega in
¢asovno zveznega sita, katerega frekvencni odziv je H,.(2) in impulzni odziv je h,.(t), potem na

izhodu sita dobimo
+0o0

wo(t) = > aln] - hy(t —nT) (2.33)

n=—oo

1

Vzemimo sedaj idealno sito z ojacanjem T (da odpravimo faktor =) in njegovo frekvenco

T
rezanja (cut off ) Q.. Ta lezi med Qy in Q,, — Q. Najprimerneje je, da je Q. = ng = .
Na sliki 2.6 b vidimo frekven¢ni odziv idealnega nizkega sita. Ustrezni impulzni odziv h,.(t)

je inverzna FT H,(€), ki je pri znani mejni frekvenci % enak izrazu

h(t) = 2 (2.34)
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Poglavje 3
Kvantizacija signala

V praksi je kvantizacija zveznega v diskretni signal omejena s kon¢no dolzino binarne besede, s
katero predstavimo zvezni signal. Taksno pretvorbo realiziramo z analogno/digitalnim (A /D)
pretvornikom, katerega dolzina besede je od 10 do 16-bitov. Tako lahko zajeti - vzor¢ni signal
teoreticno razdelimo od 2048 nivojev pri 10-bitnem pretvorniku in do 65536 nivojev pri 16-
bitnem pretvorniku.

Ze samo zajemanje ni idealno, zato ker traja ve¢ ¢asa kot smo teoreticno predpostavili, smo

primorani pred A /D pretvorbo postaviti zadrZevalno vezje s slike 3.1

x5 (n)

x, (1) [zadr eyalno x,(?) ) AD
Vezje xa(nT)

1 i

T

Slika 3.1: Potek A/D transformacije

Izhodni signal iz idealnega zadrzevalnega vezja je

—+00

zo(t) = Y a[n] - ho(t —nT) (3.1)

n=—0oo

kjer so z[n| = z,(nT) idealizirani vzorci x,(t) in ho(t) je impulzni odziv zadrZevalnega vezja

npr. nictega reda:

1 0<t<T,
ho(t) = (3.2)
0 drugace.
Tako dobimo iz enacbe (3.1) izraz
+oo
a(t) = hox > wa(nT)-6(t —nT) (3.3)

23
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Zadrzevalna vezja so realizirana tako, da signal z,(t) vzor¢ijo v zelo kratkem cCasu, nakar
vezje zadrzevalnika ohranja vrednost zajetega signala vse do naslednjega zajetega signala in to
¢im natancneje.

Zelo stroga zahteva po ohranjanju vrednosti signala postavlja A/D pretvornik, katerega
nacina delovanja ne bomo obravnavali.

Idealizirano sliko postopka kvantizacije in zadrzevanja lahko prikazemo na sliki 3.2

s(t)=Y.8(t—nT)

x. (1) x,(t) [zadr evalno] *,(?)
vezje
hy(¢)

Slika 3.2: Vzorcenje signala z zadrzevalnikom

in razmerje med vhodnim in sledenim-zadrzanim signalom na sliki 3.3

x, (1)

/xo(t)

—1

T 3T st 1T

>

-7T -5T -3 -T

Slika 3.3: Vzorcenje in zadrzevanje signala

Pripadajo¢i model, ki ga obravnavamo v tem poglavju pa je podan na sliki 3.4

x, () x(n) [Kvanti-| X(n) Xp(n)

Koder ————
zator

A/D

1
T

Slika 3.4: Model sistema vzorcenja in kvantizacije

Kvantizator (A /D) pretvornik je nelinearen sistem, ki pretvarja vhodne vzorce x[n] v koné¢ni
niz v naprej predpisanih simbolov

[n] = Q (x[n]) (3.4)

kjer je Z[n] kvantizirana predstavitev x(n). Govorimo o enolicni kvantizaciji s konstantnim

korakom.
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Na sliki 3.5 je predstavljen tipi¢ni kvantizator, ki razpoznava pozitivne in negativne signale.

Ax=0(x)
4A
3A
2A

Slika 3.5: Kvantizacijski nivoji kvantizatorja v odvisnosti od vhoda z(n)

V splognem imamo 28%! kvantizacijskih nivojev. Kot vidimo je teh vedno sodo &tevilo,
Stevilo bitov s katerimi predstavimo ustrezno Stevilo nivojev pa je B + 1. Zato govorimo o

B + 1 bitni binarni kodi, ki je za razli¢ne signale & predstavljena v tabeli 3.1.

Binarni simboli | vhodna vrednost &

011 3/4
010 1/2
001 1/4
000 0

111 -1/4
110 -1/2
101 -3/4
100 -1

Tabela 3.1: B + 1 bitna binarna koda
V splosnem moramo opraviti z dvojiskim komplementom v obliki

apa1Gs . .. 4R (3.5)

katerega Stevilo, ki mu komplement pripada ima vrednost
CL020 + CL12_1 + a22_2 + 4 CLBQ_B (36)

Razmerje med dolzino kodne besede in Stevilom kvantizacijskih nivojev je odvisno od
parametra, ki dolo¢a celotno podrocje A /D pretvornika.
Tipicne vrednosti A/D pretvornikov 10, 5 in 1 volt. Iz predhodne slike vidimo, da je korak

kvantizatorja dolocen z: ¥ ¥
2 max max
A = 2B+1 — 2B (37)
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—A/2 <e4(n) < A)J2 (3.10)

zmanjSa in to¢nost kvantizacijskega A /D pretvornika se poveca.
Kvaliteto kvantizatorja (3.11) merimo z razmerjem modi signala P, in kvantizacijskim Su-
mom P, SQNR (Signal-to-quantization noise ratio):
P

SQNR = ?ﬂ” (3.11)

q
Najveckrat pa to razmerje podamo kar v decibelih (3.12):

P,
SQNR[dB] =10 - log ?x (3.12)

q

Ker obmoc¢ju A amplitudno zveznega signala priredimo eno diskretno vrednost, pomeni,
da je kvantizacija nereverzibilen proces, ki povzroca izgubo informacije. Velikost popacenja
(izgube) je odvisna od $tevila bitov, ki jih uporabimo pri kvantiziranju. To natan¢nost dolo¢imo
glede na ceno A/D pretvornika in vzorcevalno frekvenco. Cena se veca z veCanjem to¢nosti in
vzorcne frekvence.

Ker zelimo doseci pri postopkih kodiranja ¢im visjo kakovost zapisa signala s ¢im manjsim
Stevilom bitov so kodirniki razviti za optimalno kodiranje signalov v njegovem frekven¢nem
obmocju, za druge signale pa so najveckrat neuporabni.

Kvantizirani signal je zaradi postopka kvantizacije do neke mere popacen. Popacitve zaradi
postopka kvantizacije signala niso zazelene. Zato poskusamo pri danem stevilu bitov kvantizirati

s ¢im manj popacitvami. Kvantizatorje delimo na:
e cnakomerne in neenakomerne ter na
e fiksne in adaptivne

Oglejmo si le podrobneje enakomerne kvantizatorje, ostali kvantizatorji pa so prezahtevni za
sedanjo obravnavo, prav tako pa so tudi zahtevni postopki rekonstrukcije tako kvantiziranega

signala.

3.1 Emnakomerna kvantizacija

3.1.1 Pulzno kodna modulacija (PCM)

Osnovna naloga A /D pretvornika je pretvorba zveznega amplitudnega signala v diskretno za-
poredje digitalnih kod (besed). Ta pretvorba je sestavljena iz dveh procesov in sicer kvanti-
zacije ter kodiranja. Kvantizator je nelinearen in nereverzibilen proces 3.7, ki priredi amplitudi

z(n) = x,(nT) doloceno amplitudo (priblizno vrednost) iz kon¢ne zaloge vrednosti.
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Kvantizacijski Odlocitveni
nivo nivo

X, X X,

=> ¢
N
>
W
=
Ky
=> e
K
=
Ky
=

X,=—00 X X, X, X3 X3 X, X, Xg Xg Xg Xg X, X, Xy Xy Xy =00

—4A -3A -2A -A 0 A 2A 3A

\ 4

A

Obmocje kvantizatorja

Slika 3.7: Proces kvantizacije

e proces kvantizacije razdelimo na odlocitvene nivoje x; in kvantizacijske nivoje [;, ki jih

dobimo na izhodu, kot rezultat, pri ¢emer je I; interval med odloc¢itvenimi nivoji;

e primer sredinske kvantizacije, ko je 0 vklju¢ena v kvantizacijsko podrocje. V tem primeru

imamo 8 nivojev, kjer smatramo ekstremna odlocitvena nivoja za 4o0.

Vidimo, da je obmocje amplitude vhodnega signala razdeljeno na N intervalov z N + 1

odlo¢itvenimi nivoji x1, xo, x3, ..., Ty11. MoZne izhodne vrednosti kvantizatorja so oznacene z

Lo,y

zq(n) = Qlz(n)] = Iy (3.13)

pri ¢emer je z(n) € Ay.
Pri operaciji kvantizacije in kodiranja je v ve¢ini primerov dolo¢anje vrednosti z,(n) neod-
visno od n, t.j. kvantizator je brez spomina, kar pomeni, da je x, = Q[z]. Za linearno

kvantizacijo tudi velja Se izraz, ki doloca Ze preje omenjeni korak kvantizacije
lk+1—lk:A zZa k:1,2,3,...,N—1 (314)

Enacba (3.14) velja za konc¢ne vrednosti z, xx+1, ki dolo¢ata korak kvantizacije xy1 —xp =
A, oz. kvantizacijske stopnice.

Linearne kvantizacije se posluzujemo tedaj, ko moramo dobljeni vzorceni signal Se obdelati
z npr. signalnim procesorjem. Pri prenosu in shranjevanju signalov, kot je govor, pa uporabimo
nelinearne in ¢asovno spremenljive kvantizatorje.

Ce definiramo niclo kot enega izmed kvantizacijskih nivojev, je kvantizator tipa midtread

3.8. Ce pa jo definiramo kot odlo¢itveni (decizijski) nivo, je to kvantizator tipa midrise. Na
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splosno se raje uporablja prvi kvantizator, ker je neobcutljiv na majhne spremembe signala v
pozitivno in v negativno smer okoli ni¢le. Mejna odlocitvena nivoja se teoreti¢no smatrata kot
r1 = —o0 in x4 = 00, tako lahko zajamemo celotno dinami¢no obmocje vhodnega signala.
Seveda pa v praksi kvantizator obdeluje le kon¢ne vrednosti. Obmocje kvantizatorja je tako

dolo&eno kot razlika

R=x —an (3.15)

Glede na obmocje vhodnega signala lo¢imo FSR-(full scale range) pretvornike, za bipolarne
in FS-(full scale) za unipolarne signale.

Pri kvantizaciji vzorcenega signala imamo torej na razpolago le dolo¢eno stevilo digitov. V
praksi poizkusamo skrajsati dobljene Stevilke iz kodirnika. Za to poznamo dva nacina izlo¢anja

digitov:
e da preostanek preprosto odrezemo

e da zaokrozimo vrednost

Izhod 4 X = O[x]

Kvantizacijski

nivo Q

2A

Odlo¢itveni nivo
A

A
2

» X

2 2 2 2 A 2 2 2 2 Vhod

—2A

C9A TA 5A 3A 34054 7 9A

-3A

—4A

Obmogje vrinih vrednosti

-FS +FS

Slika 3.8: Karakteristi¢na funkcija midtread kvantizatorja z 8 nivoji. Kodirnik dolo¢i vsakemu

nivoju lastno binarno kodo.

.....

(3.13), medtem ko v prvem primeru dodelimo z(n) spodnji kvantizacijski vrednosti (3.13).
Zaokrozitev:
—AJ2<eyn) <A/2 (3.16)
Odrez:
0<e4(n) <A (3.17)
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Proces kodiranja, uporabljen pri A/D pretvorniku, dodeli vsakemu kvantizacijskemu nivoju
dolo¢eno binarno kodo. Zato potrebujemo za N nivojev N razli¢nih binarnih kod. Z b-bitno
besedo imamo na razpolago 2° razli¢nih binarnih §tevil. Vidimo, da za N nivojski kvantizator
potrebujemo b > log, N bitno besedo. Iz tega sledi, da je velikost stopnice ali lo¢ljivost A/D
pretvornika dolodena z A = R/2°, kjer je R obmodje kvantizatorja.

Pri postopkih kodiranja imamo na voljo enostavno binarno kodo s predznakom, dvojiski
komplement, eniski komplement, premik binarnega zapisa, itd. Dvojiski komplement se uporablja
v vedini signalnih procesorjev, ker lahko dobljeni zapis takoj uporabimo, pri nadaljnjih postop-

kih obdelave signala, brez dodatnega prekodiranja zapisa.

3.1.2 Analiza napak kvantizacije signala

Pri idealnem kvantizatorju imamo opravka s kvantizacijsko napako (s kvantizacijskim Sumom),
ki jo zmanjSamo s povecanjem Stevila bitov b. Pri realnem kvantizatorju pa Zzal nastopajo razne

degradacije, razvidne s slike 3.9:

e napaka odmika (Offset error), ko se prvi prehod ne izvrsi to¢no npr. pri 1 LSB za

kvantizator tipa midtread ,

e napaka dobitka (Scale-factor ali gain error) razlika v vrednosti, pri kateri se je izvrsil prvi

in zadnji prehod, ni enaka FS - 2LSB npr. za unipolarni signal,

e napaka zaradi nelinearnosti (Linearity error) nastopi tedaj, ko razlike med prehodnimi

vrednostimi niso enake ali enakomerno spreminjajoce,

e izgubljene kode (Differential error). Ce je ta napaka dovolj velika lahko presko¢imo eno

ali ve¢ kod.

Da bi lahko doloéili vpliv kvantizacije na A/D pretvornik, uporabljamo v veéini primerov
statisti¢ni pristop. Tako predpostavimo, da je kvantizacijska napaka naklju¢na. To si lahko
zamislimo, kot Sum, ki ga priStejemo naSemu originalnemu vzoréenemu, a nekvantiziranemu
signalu 3.9. Ce je vhodni signal v obmoéju kvantizatorja, je tedaj napaka omejena (npr.
leg(n)] < A/2.) in jo tudi imenujemo zrnato popacenje. Ko pa vhodni signal prekoraci obmocje
kvantizatorja, je lahko napaka e,(n) neomejena in jo imenujemo prekoracitveno popacenje. Ed-
ina resitev pred prekorac¢itveno napako je, da skaliramo (reduciramo) vhodni signal, tako da bo
padel v obmocje kvantizatorja.

Da bi ¢im lazje izpeljali formule za napako pri kvantiziranju predpostavimo, da je:

e napaka e,(n) enakomerno porazdeljena na obmocju —A/2 < e (n) < A/2,
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e opravka imamo le z belim Sumom, t.j. e,(n) in e,(m), pri ¢emer je m # n, med seboj

nista korelirani,
e tudi niz napak {e,(n)} ni koreliran z nizom signala z(n) in

e niz signala x(n) je stacionaren.

Na splosno omenjene predpostavke ne veljajo, vendar pa se jim lahko priblizamo, ce je
kvantizacijski korak dovolj majhen in ¢e signal preskoci ve¢ kvantizacijskih nivojev med dvema
zaporednima vzorcema. Vpliv napake lahko opiSemo z logaritemskim razmerjem med mocjo

signala P, in mod¢jo napake P, SQNR (signal-to-quantization noise (power) ratio):

R ;
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Slika 3.9: Karakteristika idealnega 3-bitnega A/D pretvornika a) brez napak in realnega
pretvornika s popacenji: b) napaka odmika, ¢) napaka dobitka, d) napaka zaradi nelinearnosti

in e) zgresene kode.
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SQNR[dB] =10 - log % (3.18)
A2
P, = 0? = Bl*(n)] = / #2(n) - p(n)da(n) (3.19)
A2
NG
Pq:angeZn = eg-qnda:n 3.20
SRy RO (3:20

Ce je kvantizacijska napaka enakomerno porazdeljena 3.11, lahko slednjo enac¢bo poenos-

tavimo:

A/2 )
e*de = —, 3.21
q A /A/Z ( )

kijer je A\ je kvantizacijski korak o? je varianca ali 2. centralni moment, dolo¢en z izrazom:
0? = E[(x — 7)?] (3.22)

S ¢asom se moc¢ signala oziroma standardna deviacija spreminja. E je matemati¢no upanje,

ali povprecje, ali 1. centralni moment

Ez]=7 = /(ac -p)dx (3.23)

kjer je p funkcija gostote verjetnosti signala x.

Poznamo ve¢ razli¢nih porazdelitev verjetnosti:

e Gaussova ali Normalna porazdelitev

p(z) = e2” (3.24)

e Laplaceova porazdelitev

p(x) = e2? (3.25)

e Gamma porazdelitev

(3.26)

kjer je k =

5%
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Kvantizator

Olx(m)]

x(n) ———> —»xq(n)

a)
x(n) ‘m

L

> xq(n) =x(n) + eq(n)

e ()

b)

Slika 3.10: Matemati¢ni model kvantizacijske napake e,(n), ki ga ponazorimo kot vsota z

vhodnim signalom z(n).

ple)
A

I
A

A=27"

Slika 3.11: Primer enakomerno porazdeljene kvantizacijske napake, na obmodcju (—A /2, A/2)

Najve¢ se uporablja Gaussova porazdelitev (3.24), v zahtevnejsih daljsih nizih s presledki pa
se raje uporablja Laplaceovo porazdelitev (3.25). Laplace-a tudi raje uporabljamo pri izra¢unih,

medtem ko Gaussa za meritve in standardizacijo. Rezultat ni enak, vendar pa razlike niso velike.

Sledi, da je

. R
SQNR[dB] = 10log 2% = 6.02 - b + 16,81 — 20 - log — (3.27)
g

q Og
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Ce ge predpostavimo, da je npr. obseg kvantizatorja —30, < R < 30,, to je R = 60,, kar

pomeni, da le 3% vhodnih signalov prekorac¢i mejno vrednost, bi dobili ena¢bo (3.28):
SQNR[dB] = 6.02- b+ 1.25 (3.28)

To pomeni, da z vsakim dodanim bitom izboljSamo razmerje signal-Sum, za 6 dB. V praksi,
je Stevilo bitov pri kvantizaciji vzorcenega signala, ki se jih ucinkovito uporablja, lahko nekoliko

manjSe od nazivnega Stevila. Tako ima npr. 16 bitni kvantizator lahko le 14 bitno natancnost.



Poglavje 4

Casovno diskretni sistemi in diskretna

obravnava signalov

Vecji delez diskretnih sistemov je namenjen obravnavi ¢asovno zveznih signalov, kar prikazuje

slika 4.1.

t . .
x, (1) S A/D x(n) R D1§kretn1 y(n) J D/A v, (n)
sistem
T T

Slika 4.1: Diskretna obdelava zveznih signalov

V sliki lahko prepoznamo niz aplikacij, kjer ustrezno pretvorjeni signal x,(t) obdelamo in
ga nato pretvorimo iz diskretne nazaj v zvezno obliko z D/A pretvornikom.
Najprej si oglejmo potek te obdelave z uporabo ustreznega matemati¢nega orodja.

A/D pretvornik generira ¢asovno diskretne signale
x[n] = x,(nT) (4.1)

iz zveznega signala x,(t). Fourierova transformacija niza je odvisna od Fourierove transfor-

macije zveznega vhodnega signala:

X(e) = %i X, (; - 2”7”) (12)

Kot Ze vemo D/A pretvornik generira zvezni izhodni signal y,.(¢) na osnovi enac¢be

w(t) = Y o= (43)

35
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Kot je razvidno, je izhodni niz y[n] odvisen od vhodnega niza x[n], oziroma lahko re¢emo,
da sta v frekvenénem prostoru Y (/) in X (e/*) v soodvisnosti.

Obicajno je vhodni signal (pasovno) frekvenéno omejen, tako da je X,(w) =0 za |w| > 7/T
in v primeru, da je diskretni sistem I(w) = 1, tedaj je y[n] = xz[n] = z,(nT) in y,.(t) = z,(t). V

tem primeru lahko rec¢emo, da je diskretni sistem linearen in ¢asovno neodvisen sistem.

4.1 Linearno ¢asovno neodvisni diskretni sistemi

Ol
tlee ol

Slika 4.2: Diskretni sistem

y(m)

Ce je diskretni sistem s slike 4.2 linearen in ¢asovno neodvisen, potem velja neka relacija

med z(n) in y(n)

y(n) = Hlz(n)] (4.4)

kjer simbol H predstavlja transformacijo ali operator sistema nad x(n).

V prenosni funkciji H, oziroma v operatorju je zajet algoritem obdelave signalov, ki mu
lahko tudi re¢emo ¢asovno diskretni sistem, ki izvrsi dolo¢ene operacije nad vhodnim signalom.
Rezultat operatorja nad vhodnim nizom z[n] je izhodni signalni niz y[n].

Razmerje med enim in drugim signalnim nizom pa doloca takozvana vhodno-izhodna povezava

ali odvisnost

z(n) LR y(n) (4.5)

Zgornji zapis pomeni, da je y(n) odziv sistema H na vzbujanje x(n).

Ce bi opazovali tovrstne sisteme, bi opazili, da je izhod sistema v ¢asu n = ng, ne le odvisen
samo od vhoda v ¢asu n = ng (z(ng)) temve¢ tudi od predhodnih vhodov, ki so vzbujali sistem
H pred n = ng. To pomeni v n=ng—1, ali vn=ng— 2 itd.

Vzemimo za primer sestevalnik (akumulator), kot prenosno funkcijo H.

yin) = D (k)= > x(k)+x(n) =y(n—1)+x(n) (4.6)

od koder izvira izraz akumulator.
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Vzemimo, da imamo dan vhodni signal x(n) za vse n > ng. Na osnovi tega poznavanja

zelimo dolociti odziv sistema za n > ng. Za n = ng,ng + 1,n9 + 2, ... dobimo

y(no) = y(no — 1) + x(no)
y(no +1) = y(no) + x(no + 1) (4.7)

Vidimo, da na izhod vpliva nas “zacetni pogoj” y(ng — 1),

—+00

y(ng—1) = w(k), (4.8)

k=—c0
ki pa predstavlja vse vplive vhodnih signalov na sistem vse do ¢asa ng — 1.
Torej y(n) ni enoliéno doloc¢en, torej je y(n) za vse n > ng odvisen od zafetnega pogoja
y(ng —1).
Izhod iz sistema je enoli¢no dolo¢en z zac¢etnim pogojem y(ng—1) ter nizom vhodnih signalov
z(n) za n > ng.

V primeru, ¢e je y(n — 1) = 0 pravimo, da je sistem sproscen, brez zacetnih pogojev.

Lastnosti

Sistem s spominom Kot smo opazili, je izhod y[n] v vsakem diskretnem ¢asu n odvisen od
vhodnega signala x[n] in zacetnega pogoja y(n — 1). Takim sistemom pravimo sistem s

spominom.
V primeru, ko je izhod y[n] v vsakem ¢asu n odvisen le od vhodne vrednosti z[n] pri istem

n, pa govorimo o sistemu brez spomina.

Linearni sistemi Razred linearnih sistemov dolo¢imo na osnovi superpozicije. Ce poljubna
vhodna niza z[n] in xs[n] povzroéita na izhodu sistema odziva y;[n] in ys[n], tedaj gov-

orimo, da je sistem linearen e in samo ce
H{ay[n] + za[n]} = H{za[n]} + H{zs[n]} = yi[n] + y2[n] (4.9)
in
Hia-xln]} = a- H{z[n]} = a-y[n], (4.10)
kjer je a poljubna konstanta.

Prva lastnost je znana kot aditivna lastnost, druga pa je znana pod imenom homogenosti

ali skaliranja.

Obe lastnosti lahko zdruzimo v princip superpozicije, ki se glasi:

H{a-zi[n]+b-x2[n]} = a- H{xi[n]} + -H{xz[n]} (4.11)
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ax,[n]+bx,[n] |

o 77 y[”]:ayl[n]"‘b)ﬁ[n]#

Slika 4.3: Linearni sistem

za poljubni konstanti a in b.

Splosno lahko napiSemo za niz vhodov:
zn| = Zak - zg[n] (4.12)
k

in

y[n] = Z a - Yi[n] (4.13)

k

kjer je y[n] odziv sistema na vhod x[n].

Mnozenje je primer operacije brez spomina. S slike 4.4 je razvidno, da produkt dveh signalnih

nizov x1[n] in xs[n| generira nov signalni niz y[n].

y[n] = x1[n] - x2[n] (4.14)

x[n] yin]

x,[n]
Slika 4.4: Mnozenje

Casovna neodvisnost Pravimo, da je sistem ¢asovno neodvisen, za katerega velja, da vsak

pomik ali zakasnitev niza na vhodu povzroci enak pomik ali zakasnitev na izhodu.

Sistem je torej ¢asovno neodvisen, ¢e za vse ng vhodnega niza
zn| = x[n — n) (4.15)
velja, da dobimo izhodni niz z vrednostmi

y[n] = y[n — no| (4.16)

Stabilnost Stabilnost lahko dolo¢imo v odvisnosti od vhodno izhodnega obnaSanja sistema.
Ce je vhod v sistemu omejen (kar pomeni, da amplituda ne presega nekih meja) in ée je

sistem stabilen, tedaj mora biti tudi izhod omejen.
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xin] [TTT] yn] |

H

x[n—1]| LTI | Yn—1]
" >

Slika 4.5: Casovna neodvisnost

Iz tega sledi znani BIBO (Baunded Input, Baunded Output) kriterij, ki pravi, da je sistem

BIBO stabilen ¢e in samo ¢e vsak omejen vhodni niz x[n| povzro¢i omejen izhodni niz
ylnl.

Vhod z[n] je omejen, e velja:

|z[n]| < B, < oo zavsen (4.17)

Stabilnost torej zahteva, da velja za vsak omejen vhod tudi taka omejena vrednost B, da
velja

ly[n]| < B, < oo zavsen (4.18)

Vzrocénost (kavzalnost) Sistem je kavzalen, ¢e je izhodni niz v ¢asu n = ny odvisen le od
vseh vhodnih nizov za katere je n < ng. To pa vsebuje primer, da e je x1[n] = x3[n| za

vse n < ng, tedaj je tudi y;[n] = yo[n] za vse n < ny.

Stati¢nost in dinamicnost sistemov Diskretni sistem je staticen ali brez spomina, ¢e nje-
gov izhod y(n) v trenutku n je odvisen le od vhoda x(n) v istem trenutku n. V vseh

drugih primerih govorimo o dinamicnih sistemih ali o sistemu s spominom.

Ce je izhod sistema v ¢asu n povsem dolo¢en z vhodnimi vzorci z intervala n — N do n,

pravimo da ima sistem spomin dolzine V.

4.2 Povezovanje ¢asovno diskretnih sistemov

Casovno diskretni sistem lahko povezujemo v veéje sisteme. V osnovi poznamo dve metodi
povezovanja ¢asovno diskretnih sistemov in sicer: zaporedno (serijsko) in vzporedno (paralelno).
Oba primera povezovanja sta razvidna s slike 4.6.

V primeru zaporedne povezave je izhod y;(n) iz prvega sistema H;
y1(n) = Hifz(n)] (4.19)
vhod v drugi sistem H,. Njegov izhod je

y(n) = Haly1(n)] = Ho{Hi[z1(n)]} (4.20)
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R H1 »(n)
MR FION PR O x(n) | y()
H zaporedna > v,(n)
H vzporedna
a) b)

Slika 4.6: Zaporedna in vzporedna povezava

Iz povedanega sledi, da lahko obe prenosni funkciji H; in Hy zdruzimo v celovito prenosno

funkcijo zaporednega sistema povezav:
H.=H, - H; (4.21)
Vidimo, da je vrstni red operacij H; pomemben. Za poljubne sisteme velja, da
HyH, #+ H H, (4.22)

V primeru linearnih in ¢asovno neodvisnih sistemov H;, Hs pa velja, da je tudi H. ¢asovno
neodvisna in da je HyH, = H, H5, kar pomeni, da je vrstni red izvajanja operatorja nad vhodnim
nizom nepomemben in da v obeh primerih dobimo identic¢en rezultat.

V primeru vzporedne povezave s slike 4.6 b pa dobimo na izhodu prvega sistema y;(n), na

izhodu drugega pa y»(n). Celoten izhod je v tem primeru
y(n) = y1(n) +ya(n) = Hilz(n)] + Hy[z(n)] = (Hy + Ha)[x(n)] = Hyzplz(n)] (4.23)

Obicajno tvorimo meSane vzporedno-zaporedne povezave, kar omogoca gradnjo komplek-

snejsih sistemov.

4.3 Analiza ¢asovno diskretnih, linearnih in ¢asovno neod-

visnih sistemov (LCN)

Pomembna lastnost sistemov, ki jih bomo obravnavali, je njihova ¢asovna neodvisnost in lin-
earnost.
Vecina sistemov za obdelavo signalov spada v razred sistemov z omenjenima lastnostima.
Ce je linearnost lastnost, ki jo zdruzujemo s predstavitvijo sploSnega niza kot linearnega

kombinatorja, sledi, da lahko linearni sistem v celoti podamo z njegovim impulznim odzivom.
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Torej je vhodno izhodno razmerje tisto, ki doloca sistem. V splosnem je odziv sistema
y(n) = Fly(n —1),y(n —2),...,y(n — N),z(n),z(n —1),...,x(n — M))], (4.24)

kjer ' pomeni neko transformacijo nad elementi v oklepaju. Na splo$no lahko rec¢emo, da

je ¢asovno neodvisen in linearni sistem podan z

y(n) = —Zak-y(n—k)—i—Zbk-x(n—k), (4.25)

kjer sta {ax} in {bx} niza konstantnih parametrov sistema in sta neodvisna od x(n) in y(n).

Enacba (4.25) je diferen¢na enacba in dolo¢a delovanje ¢asovno diskretnega linearno ¢asovnega
neodvisnega sistema.

Drug pristop analize obnasanja linearno ¢asovno neodvisnega sistema je zasnovan na dekom-
poziciji vhodnih signalov v osnovne signale. Vsak elementarni, ali osnovni signal vzbudi sistem,
zato opazujemo odziv sistema na posamicne elementarne signale. Vsota odzivov vseh elemen-

tarnih signalov daje celoten odziv na vhodni signal z(n), katerega komponente so {xx(n)}

x(n) = ch - xk(n) (4.26)
k
kjer so ¢ utezni koeficienti elementarnih signalov. Vzemimo, da je odziv sistema H na

elementarni vhodni signal zx(n) kar yx(n). Tako dobimo odziv
yr(n) = Hlzk(n)] (4.27)

oziroma, celovit odziv sistema na z(n) je

y(n) = H[z(n)]=H [Z C - xk(n)] = Z cp - Hlxp(n)] = ch ~yk(n). (4.28)
k k k

Ce se omejimo na lastnosti vhodnih signalov, lahko le te predstavimo kot utezen niz impul-
ZOv.

Vzemimo kot osnovni vhodni signal x4 (n) = d(n—k), kjer k predstavlja zakasnitev enotinega
impulza. Ta ima vrednost ni¢ povsod, kjer je n # k in ena, kjer je n = k.

Kot smo Ze predstavili signalni niz [x(n)] je ta dolo¢en kot vsota osnovnih signalov v razli¢nih
casovnih trenutkih. Iz tega razmisljanja sledi, da signale lo¢imo na posamezne signale v razli¢nih

casih n = k, celoten signal pa je vsota osnovnih - posameznih signalov:

—+00

w(n)= > a(k)-d(n—k) (4.29)

k=—00
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4.4 Odziv ¢asovno neodvisnega sistema (LCN) na vhodni
signal

Vhodni signal smo torej razstavili na utezeno vsoto razlicno zakasnjenih impulzov. Dolo¢imo
sedaj odziv linearnega sistema na niz vhodnih enotinih impulzov v ¢asu n = k. Ta odziv

ozna¢imo s h(n, k) za —oo < k < 400
y(n,k) = h(n, k) = H[o(n — k)] (4.30)

Pri tem je n indeks in k je parameter, ki kaze na polozaj vhodnega impulza na ¢asovni osi.

Namesto zgornjega zapisa lahko uporabimo zapis

“+o00

y(n) = > x(k)-h(n—k) (4.31)

k=—o00

kjer velja, da je h(n) odziv sistema na d(n) in h(n — k) je odziv sistema na o(n — k).

Ce upostevamo, da je odziv sistema na z(n) vsota uteZenih izhodnih odzivov, potem lahko

zapiSemo
y(n) = Hlz(n)] = H[ > x(k)-5(n—k)] = > a(k)-H5(n—k)]= Y a(k)-h(n,k) (4.32)

Enac¢ba (4.32) predstavlja odziv linearnega ¢asovnega neodvisnega sistema na poljuben sig-
nal.

Torej je odziv linearnega ¢asovnega neodvisnega sistema na enotin impulz §(n) kar h(n)
h(n) = H[d(n)] (4.33)

tedaj je glede na casovno neodvisnost linearnega sistema

h(n —k) = H[§(n — k)] (4.34)
Tako lahko zapisemo, da je
y(n) = Y w(k)-h(n—k) (4.35)

kar predstavlja izraz za konvolucijo vsote. Torej, ¢e je y(n) katerega vrednosti so povezane

z nizom h(n) in x(n), lahko re¢emo, da je y(n) konvolucija z(n) in h(n), kar zapiSemo v obliki

y(n) = x(n) * h(n), (4.36)
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in kjer * predstavlja znak za konvolucijo. Ce zelimo izracunati izhod sistema v ¢asu npr.

n = ng, tedaj je ta podan z izrazom (4.35), oziroma:

“+o00

y(no) = > x(k)-hing — k) (4.37)

k=—o00

Pri tem lahko opazimo, da seStevamo po indeksu k in da sta signal x(k) in odziv sistema
h(ng — k) funkciji k. Prav tako vidimo, da sta niza z(k) in h(ng — k) med seboj pomnozena,
tako da tvorita nov niz. Elemente tega niza enostavno sestejemo in tako dobimo y(ny).

Niz h(no — k) dobimo tako, da niz h(k) preslikamo okoli osi k = 0, kar da h(—k), nakar
dobljeni niz premaknemo za ng in dobimo h(ny — k).

Celoten postopek konvolucije lahko zdruzimo v $tiri korake:
1. Izra¢unaj preslikavo h(k) okoli k = 0, kar da h(—k).
2. Pomakni niz h(—k) za ng v desno, ¢e je ng pozitiven, drugace v levo, nakar dobis h(ng—k).

3. Pomnozi niz z(k) z tako dobljenim nizom odzivov h(ng—k), tako dobimo nov niz v, (k) =
z(k) - h(ng — k).

4. Sestej vse elemente novega niza vy, (k), vsota vseh sestevkov da trenutno vrednost kon-

volucijskega produkta v ¢asu n = nyg

Primer:

Oglejmo si postopek izracuna konvolucije:

Impulzni odziv linearnega ¢asovno neodvisnega sistema je
n=0
h(n)={1, 2,1, —1} (4.38)

Dolo¢imo odziv sistema na vhodni signalni niz

n=0

z(n)={1, 2, 3, 4} (4.39)

Uporabimo izraz za izra¢un konvolucije (4.35) in ponazorimo omenjene korake tudi grafi¢no.

Prvi korak: Preslikajmo h(k) okoli k = 0, kar da h(—k). Tako dobimo niz s slike 4.7 b.

Drugi korak: Ta korak zahteva izracun konvolucijskega produkta za razne
ng=...,3,2,1,0,1,2,3,.... Vzemimo, da je prvi¢ ny = 0. Tako dobimo izraz:

—+00

y(0) = Y (k) h(=k) (4.40)
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Ker je ng = 0 ne napravimo pomika niza, pa¢ pa izra¢unamo produktni niz:

+o0

y(0) = > wo(k) =4 (4.41)

k=—o00
Sedaj vzemimo ny = 1. Premaknemo h(—£k) za eno mesto desno in dobimo

“+o00

y(1) = > a(k)-h(1—k) (4.42)

k=—o0

Ta niz je razviden s slike 4.7 ¢. Produktni niz, ki ga dobimo je dolocen z izrazom
vi(z) = x(k) - h(1 — k) (4.43)

Pri sestetju vseh elementov produktnega niza dobimo odziv

oo
W= n(k)=8 (4.44)
k=—o0
Podobno izra¢unamo y(2) = 8, y(3) = 3, y(4) = —2, y(5) = —1. Zan > 5 lahko ugotovimo,
da je y(n > 5) = 0.
Prav tako moramo oceniti y(n) za negativne vrednosti n < 0. Tako dobimo y(—1) =1, za
ostale n < —1 pa je y(n < —1) =0.
U
Preden nadaljujemo z lastnostmi konvolucije, si oglejmo zanimivo lastnost, da je konvolucija
neodvisna od izbire preslikave in premika enega od nizov h(k) ali (k).

Vzemimo zopet izraz za konvolucijsko vsoto:

+oo

y(n) = Y w(k)-h(n— k) (4.45)

k=—00

Pri tem zamenjajmo izraz v vsoti z m = (n — k). Torej je k = n —m. Ce to vstavimo v

izraz konvolucijske vsote, dobimo:

+o00

y(n) = Z x(n —m) - h(m) (4.46)

m=—00
oziroma m lahko zamenjamo s k£ in dobimo

“+o00

y(n) = > x(n—k)-h(k) (4.47)

k=—o00
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A h(-1-k) A v (k)
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Slika 4.7: Postopek izra¢una konvolucije
Lastnosti linearne konvolucije
Konvolucijsko vsoto obic¢ajno zamenjamo z zvezdico . Torej je
“+o0o “+o0o
y(n) =x(m)«h(n) = > w(k)-hn—k)= Y h(k)-z(n—k) (4.48)

k=—00 k=—o00
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1. Omenjeno lastnost lahko podamo z zakonom o komutativnosti, ki je

z(n) x h(n) = h(n) * z(n) (4.49)

2. Omenjena lastnost zadoSc¢a tudi zakonu asociativnosti
[z(n) * hi(n)] * ha(n) = z(n) * hi(n) * ha(n) (4.50)
saj velja, da je
y(n) = y1(n) * ha(n) = [z(n) * hy(n)] * ha(n) (4.51)
Ker pa je zaradi linearnega ¢asovnega neodvisnega sistema
h(n) = hy(n) * he(n)
y(n) = x(n) * hin)

velja izraz zakona o asociativnosti tudi v posploSeni obliki za ve¢ kot dva sistema. Tako

(4.52)

imamo v primeru ve¢ zaporedno vezanih sistemov z impulznimi odzivi hy(n), he(n),. .. ,h(n)

ekvivalenten linearen ¢asovno neodvisen sistem, ki ima impulzni odziv podan kot

h(n) = hi(n) x ha(n) = -+ % hy(n) (4.53)

pri cemer je po zakonu komutativnosti vrstni red zaporedno vezanih sistemov nepomem-

ben.

3. Zakon distributivnosti govori o dveh vzporedno vezanih sistemih, katerih vsote delnih

odzivov so enake vsoti odziva celotnega sistema
x(n) * [h1(n) + ha(n)] = x(n) x hi(n) + x(n) * he(n) (4.54)

Ker sta oba sistema vzbujena z istim vhodnim signalom z(n), govorimo o dveh vzporednih

sistemih, katerih izhod je podan z y1(n) = hi(n) * z(n) in ya(n) = he(n) x x(n).

»(n)

h 4
Ny

y(n)

) |

h 4
Ny

»,(n)

Slika 4.8: Zakon distributivnosti

V tem primeru je h(n) = hi(n) + he(n). V primeru [ vzporedno vezanih sistemov, je

impulzni odziv celotnega sistema

h(n) = h;(n) (4.55)
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4.5 Kavzalni, linearni, ¢asovno neodvisni sistem (LCNS)

V predhodnem poglavju smo Ze dolo¢ili definicijo kavzalnega sistema. Kavzalni sistem je tisti
sistem, katerega izhod v ¢asu n je odvisen le od trenutnega vhoda x(ng) in od preteklih vhodov
z(ng — 1), x(ng — 2),... in ne od bodo¢ih vhodov x(ng + 1),.... Torej je y(n) odvisen le od
tistih z(n) za katere velja, da je n < ny.

Vzro¢nost LON sistemov lahko prikazemo kot pogoj impulznega odziva.

Vzemimo torej LCN sistem v ¢asu n = ng in ustrezni odziv

y(no) = 3 h(k) - w(ng — k) (4.56)

k=—o00

Ta izraz razdelimo:

y(no) = Si2S h(k) - x(ng — k) + 352 (k) - z(ng — k) =
[h(0)z(ng) + h(1)x(ng — 1) + h(2)x(ng — 2) + -+ - + h(=1D)z(ng + 1) + h(=2)x(ng + 2) + - - - |
(4.57)
Prvi del vsote vsebuje trenutni in vse pretekle signale, drugi del vsote pa prihajajoce signale
z(ng+ 1), z(ng + 2), .. ..
Ce je izhod iz sistema odvisen le od trenutnega in preteklih vhodov, potem je jasno, da

mora impulzni odziv zadostiti pogoju
h(n)=0 za n<0 (4.58)

Ker je h(n) odziv sistema brez zacetnih pogojev na enotin impulz v n = 0 sledi, da je
h(n) =0 za n < 0. Ta trditev predstavlja potreben in zadosten pogoj za dolo¢itev kavzalnosti
(vzronosti).

Sistem je torej kavzalen, ¢e in samo Ce je njegov odziv na enotin impulz ni¢ za vse negativne

To pa pomeni, da lahko v tem primeru poenostavimo izraz za konvolucijo kavzalnega sistema
z vhodnim signalom z(n)
y(n) =Y h(k)-x(n—k)= > x(k)-h(n - k) (4.59)
k=0 k=—00

To pa pomeni, da v trenutku n nimamo dostopa do bodoc¢ih vhodnih signalov. Za izracun
trenutnega izhoda imamo na razpolago le trenutni in pretekle vhodne signale.

Ce je vhodni niz za n < 0 nicelni niz potem je to kavzalni niz, in ¢e je nic¢elni za n < 0 in

n > 0 je to bikavzalni niz.
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Torej c¢e je vhodni niz v kavzalni LCN sistem kavzalni niz z(n) =0 zan < 0, tedaj so meje

konvolucijske formule $e dodatno omejene:

o n

y(n) =Y h(k)-x(n—k)=> a(k)-h(n—k) (4.60)

k=0 k=0

4.6 Stabilnost LCN sistema in njegov odziv

Kot smo ze definirali BIBO pogoj stabilnosti, je sistem stabilen ¢e in samo ¢e je izhodni niz
omejen za vsak vhodni niz sistema.

Torej za vse n velja

|z(n)| < M, < 0o (4.61)

in da je

ly(n)| < M, < occ. (4.62)

Poglejmo sedaj stabilnost sistema, katerega izhod je podan s konvolucijsko formulo:

ly(m)l = | Y h(k)-a(n— k)| (4.63)

k=—o0

Po trikotniskem izreku velja, da je absolutna vrednost vsote elementov vedno enaka ali

manjSa vsoti absolutnih vrednosti teh elementov.

ly(m)l = > (k)| [x(n — k)| (4.64)

k=—00
kjer je |z(n)| < M, lahko zapiSemo
“+oo
ly(n)| = M, Y |h(k)] (4.65)
k=—o00

Na osnovi tega izraza lahko pridemo do sklepa o stabilnosti ki pravi, da bo izhod omejen,

¢e impulzni odziv sistema zado$ca pogoju

S = f Ih(k)| < oo (4.66)

k=—00

kar pomeni, da je vsota posameznih odzivov |h(k)| manjsa od neskonéne vrednosti.
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4.7 Diferencne enacbe in opis ¢asovno diskretnih sistemov

Vzemimo zopet linearen ¢asovno neodvisen sistem, katerega enotin impulzni odziv je h(n). Pri
znanem x(n) vhodu in podanem h(n) lahko iz enac¢be za konvolucijsko vsoto izra¢unamo odziv
sistema
+00
y(n) = Y h(k)-x(n— k) (4.67)
k=—o00
Sam izraz lahko realiziramo na vec¢ na¢inov. Npr. za sisteme s kon¢nim odzivom FIR (Finite
Impulse Response) potrebujemo elemente sestevanja, mnozenja in kon¢no $tevilo pomnilniskih
celic. Sistem z neskon¢nim odzivom tipa IIR (Infinite Impulse Response) pa ne moremo real-
izirati direktno iz enacbe za y(n). VpraSamo se, kaksen pa je postopek, da bi lahko sistemu tipa
ITR realizirali iz enacbe konvolucijske vsote. S preobrazbo zapisa te enac¢be pridemo do sistema
diferen¢nih enach, ki predstavljajo posplositev zapisa ¢asovno diskretnih sistemov, med katere
tipi¢ne predstavnike spadata IIR in FIR sistema. Zato si oglejmo postopek na samem primeru.
Naloga, ki smo si jo zadali je, da najdemo posploSeno rekurzivno in nerekurzivno obliko
zapisa enacbe konvolucijske vsote.
Vzemimo primer izra¢una komulativnega povpredja signala z(n) na intervalu 0 < k£ < n

doloc¢enega z:

1
y(n):n+1;0x(k) n=0,1,... (4.68)

V izrazu potrebujemo pomnilniske elemente, katerih Stevilo raste z n in s . Shraniti moramo
vse elemente in nato izrac¢unati y(n). Intuitivno bi lahko pristopili k ra¢unanju tako, da racu-

namo y(n) iz predhodnega y(n — 1). Torej dobimo nov izraz

3
—

n+Dyn) =Y xz(k)+z(n)=n-yn—1)+z(n) (4.69)

B
Il

in od tu sledi

y(n) =

Vidimo, da lahko kumulativno povprec¢je rac¢unamo rekurzivno z uporabo predhodnega

y(n—1)+ x(n) (4.70)

n+1 n—+1

n

- kateremu pristejemo trenutni vhod z(n), utezen z —1-.
n+1 1

rezultata y(n — 1) uteZenega z e

Zgornji izraz (4.70) predstavlja tipicen rekurzivni zapis sistema.
Realizacija rekurzivnega sistema je razvidna s slike 4.9
Torej izhod sistema je bil odvisen od predhodnega izhoda y(n — 1) ter od trenutnega vhoda

x(n). TakSen sistem je kavzalni sistem in ga lahko realiziramo kot

y(n) = Flz(n),z(n—1),...,2(n — M)] (4.71)
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1

1+n

5 ;é y(m) |
(e yn=b)
\(

&
<

pomnilniska

n
enota

Slika 4.9: Rekurzivni sistem komulativnega povprecevanja

kjer je operator F' le obi¢ajno utezena vsota trenutnega in preteklih vhodov. Ta zapis
predstavlja nerekurziven sistem. Konvolucijska vsota, s katero smo predstavili FIR sistem je

kavzalen sistem oblike

y(n) = Z,]CWZO h(k)-z(n—k)=h(0)z(n)+h(1)z(n—1)4+ -+ h(M)x(n — M) =

(4.72)
Flz(0),...,z(n — M)]

katerega impulzni odziv je h(n) za 0 < n < M. Osnovna razlika med sistemoma je razvidna
s slike 4.10.

xX(n) | Flx(n), x(n-1), | y() x(n) | Fly(n-1), y(n-2), yn)
ey X(n-M)] ey x(r?,..., x(n-M)]
7! |«
a) nerekurziven b) rekurziven

Slika 4.10: Rekurzivni in nerekurzivni sistem

Rekurziven sistem ima povratno zanko z zakasnilno celico (spominom), nerekurzivni pa ne.

4.8 Impulzni odziv LCN sistemov

Impulzni odziv linearnega ¢asovno neodvisnega sistema definiramo kot odziv sistema na enotin
impulz, kjer je z(n) = d(n).

V primeru rekurzivnega sistema, je h(n) enako odziv sistema na x(n) = 6(n), le da je sistem
v zaCetnem stanju 0.

Kot primer vzemimo rekurzivni sistem 1. reda z vhodno- izhodno relacijo:

y(n) =a-y(n —1)+ x(n) (4.73)
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V tem primeru je odziv sistema na nic¢elno zacetno stanje
Yus(n) = Z a® - x(n — k) (4.74)
k=0

oziroma pri z(n) = d(n)

Y.s(n) =Y d"-6(n—k)=a" n>0 (4.75)
k=0

Torej je impulzni odziv rekurzivnega sistema 1. reda izrazen v Ze znani enacbi:
Yes(n) =Y h(k)-xz(n—k) n>0 (4.76)
k=0
V primeru, ko je z(n) = d(n) je odziv enak

Y.s(n) = h(n) (4.77)

Ce bi se vrnili na podrocje linearnih diferencnih ena¢b s konstantnimi koeficienti, bi ugo-
tovili, da obstojata dve osnovni metodi reSevanja omenjenih enacb: direktna in indirektna,
slednja je znana pod imenom transformacija Z. Ker obravnavamo transformacijo Z v poseb-
nem poglavju, si tu oglejmo le direktno metodo izra¢una odziva sistema.

Ce 7elimo resiti sistem, poiskati odziv y(n) za dani z(n) pri n > 0, tedaj po direktni metodi
razdelimo reSitvi na dva dela:

y(n) = yn(n) + yp(n), (4.78)

kjer je yn(n) homogeni del, y,(n) pa partikularni del resitve.
V naSem primeru, kjer je vzbujanje z enotinim impulzom, je partikularni del ni¢, saj je
z(n) =0 zan > 0 in torej je
yp(n) = 0 (4.79)

Resitev je samo v iskanju homogenega dela, katerega parametri {c;} dolo¢ajo odziv sistema
na enotin impulz in na dane zacetne pogoje.

Vzemimo torej posploseno diferenc¢no enacbo

y(n) =— Z ag - y(n — k) + Z b - x(n — k) (4.80)

oziroma ekvivalentni zapis

N M
Zaky(n—k):Zbk‘x(n—k) priag =1 (4.81)
k=0 k=0

kjer je N red diferencne enacbe.
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Ker lahko predpostavimo, da je vhod z(n) = 0, moramo resiti zgornjo enac¢bo, podano v

homogeni diferen¢ni enacbi
N
Z ag-yn—Fk)=0 (4.82)
k=0
Predpostavimo, da je resitev diferen¢ne enacbe tipa
yn(n) = A" (4.83)

kjer indeks h pomeni resitev homogene diferenéne enacbe. Ce ta izraz (4.83) vstavimo v
(4.82), dobimo

N
> ap-AE=0 (4.84)
k=0
ali
)\n—N()\N + al)\N_l + 0,2/\N_2 + -+ aN_l)\ + CLN) = 0 (485)
Ta polinom se imenuje karakteristi¢ni polinom sistema. Koreni polinoma so koreni sistema
A1, Ao, ..., AN, ki pa so lahko realni ali kompleksni.
Ce so koeficienti ai,as,...,a, realni, tedaj se kompleksni koreni pojavljajo v kompleksnih

konjugiranih parih. Ce so nekateri koreni enaki, govorimo o veckratnih korenih.

Splosna resitev homogene diferen¢ne enacbe je v tem primeru
yn(n) = A + Ay + - + ey Ay (4.86)
kjer so ¢y, co, ..., cny utezni koeficienti, ki jih dolo¢imo iz zacetnih pogojev sistema.

Primer:

Oglejmo si sistem diferen¢nih enach 2. reda:
y(n) —3y(n—1) —4y(n —2) =0 (4.87)
Po enacbi (4.83) ima resitev obliko
Yn(n) = A" (4.88)
Po vstavitvi v zgornji izraz dobimo:

A — 3\ 42 = ()

(4.89)
AT"2(A2 = 3\ —4) =0

Koreni so torej A = —1,4 in resitev je

yn(n) = AT 4+ oAy = 1 (—1)" + 2 (4)" (4.90)
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Iz odziva sistema na nicelni vhod z(n) = 0 in na zacetna pogoja y(—1) in y(—2) dobimo

koeficiente ¢y, ¢o. 1z enacbe (4.87) dobimo

y(0) = 3y(=1) +4y(-2)

(4.91)
y(1) = 3y(0) + 4y(—1) = 3[3y(—1) + 4y(-2)] + 4y(—1) = 13y(-1) + 12y(-2)
Iz enacbe dobimo
0) =
y0) =eten (4.92)
y(1) = —c1 + 4eo
Ce oba izraza izenacimo in uredimo, dobimo resitev
ey = Wy(—1) + Ly(-2)
Tako dobimo odziv sistema na nic¢elni vhod y.;
1 4 16 16
alm) = <510+ 302 0"+ [Ty + Tu-| @ o

Za primer znanih y(—2) in y(—1) nato izra¢unamo y,,(n) oziroma homogeno resitev sistema
linearnih diferen¢nih enacb.

V primeru partikularne resitve y,(n) diferenc¢ne enac¢be, moramo zadostiti diferen¢ni enacbi

N M
Zak~yp(n—k) :Zbk‘x(n—k) priag =1 (4.95)
k=0 k=0

pri dolo¢enem vhodnem signalu x(n) za n > 0. Resitev y(n) je odvisna od vhoda z(n).

Primer:

Oglejmo si postopek resevanja na primeru diferen¢ne enacbe 1. reda:
y(n) =ayin —1) =x(n) |ai| <1 (4.96)
pri stopnic¢astem vhodnem signalu
z(n) =u(n) zan>0. (4.97)
Vzbujajoca funkcija x(n) daje partikularno resitev
Yp(n) = K - u(n) (4.98)

kjer je K skalarni faktor, ki mora zadostiti enacbi (4.95). Ce vstavimo izraz (4.98) v enacbo
(4.96) dobimo
Ku(n) + a1 Ku(n —1)] = u(n) (4.99)
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K dolo¢imo za n > 1 kjer Se nastopajo vsi ¢leni enacbe

1
K+aK=1 — K= (4.100)
1 + aq
Partikularna resitev diferencne enacbe je
1
(n) = 1—u(n) (4.101)

O
Povrnimo se sedaj k impulznemu odzivu LCN rekurzivnega sistema. Kot smo Ze omenili

vzamemo enotin impulz kot vhodni signal. Tako dobimo za
y(n) =ay(n —1) 4+ z(n) (4.102)

odziv nic¢elnega zacetnega stanja

Yoo = 3 a" - x(n — k) (4.103)

k=0
pri z(n) = §(n)
Yos = Zak d(n—Fk)=a" (4.104)
k=0
Torej je impulzni odziv enacbe (4.102)
h(n) = a"u(n) (4.105)

Odziv nicelnega zacetnega stanja LCN rekurzivnega sistema je izrazen kot konvolucija
yes = > h(k)-z(n—k) n>0 (4.106)
k=0
Ce je z(n) = 8(n), tedaj se enacba (4.106) skréi na
Yrs = h(n) (4.107)

Primer:

Dolo¢imo impulzni odziv h(n) diferen¢ne enacbe 2. reda
y(n) —3y(n—1) —4y(n — 2) = z(n) + 2z(n — 1) (4.108)
Vemo, da je resitev homogene diferen¢ne enacbe (kar smo ze videli)

yn(n) = c1(—1)" + c2(4)" zan>0 (4.109)
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Ker je partikularna resitev ni¢, ko je xz(n) = d(n), tedaj je impulzni odziv dan z enacbo
(4.109), kjer morata ¢; in ¢y zadostiti enacbi (4.108). Za n = 0 in n = 1 dobimo iz enacbe
(4.108)

y(0) =1 + ¢

(4.110)
y(1) = —c1 + 4o
Iz obeh ena¢b dobimo, da je ¢; = —1/5 in ¢; = 6/5 in s tem odziv sistema
1 n 6 n
h(n) = _g(_l) - 3(4) u(n). (4.111)
O

Ce zaklju¢imo razmisljanja, tedaj lahko na osnovi dosedanjih primerov spoznamo, da sistem
podan z linearno diferen¢no enac¢bo N-tega reda (4.95) ima resitev homogene ena¢be podane v
obliki

N

yn(n) =Y Cr- A7, (4.112)
k=1

kjer so {\r} koreni karakteristi¢ne enacbe (polinoma). Tudi impulzni odziv je identicen in

sicer

N

h(n) =Y Cr- A (4.113)
k=1

kjer pa paramete {C}} dolo¢imo z uporabo zacetnih pogojev priy(—1) =--- =y(—N) = 0.

4.9 LCN strukture

Oglejmo si realizacijo sistemov na osnovi linearne diferen¢ne enacbe s konstantnimi koeficienti.
Do sedaj smo spoznali dve osnovni vezavi struktur in sicer zaporedno in vzporedno, tu pa si

oglejmo pristop realizacije LCN strukture na osnovi znane diferenéne enac¢be
y(n) = —ary(n — 1) + boz(n) + biz(n — 1) (4.114)

Vzemimo realizacijo, ki predstavlja direktno obliko dobljeno z enacbo (4.114).
Tej obliki pravimo direktna oblika I.

Iz slike 4.11 vidimo, da je prva nerekurzivna enacba
v(n) = bpx(n) + byx(n — 1) (4.115)
in druga rekurzivna enacba je

y(n) = —a1y(n — 1) + v(n) (4.116)
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x(n) v(n) y(n)
by Y >(>) >
71 71
® @
Hl H2

Slika 4.11: LCN struktura oblike I

() s W) - y()
zZ! z!
@) )
Y N
H2 Hl

Slika 4.12: LCN struktura oblike IT

Ker lahko v LON sistemih zamenjamo vrstni red LCN sistemov H 1Hy = HyH,, tedaj dobimo
alternativno strukturo realizacije osnovnega sistema.

Uvedemo novo spremenljivko w(n). Tako dobimo
w(n) = —ayw(n — 1) + x(n) (4.117)
in
y(n) = byw(n) + byw(n — 1) (4.118)

Ta zapis je ekvivalenten osnovni diferen¢ni enacbi (4.114). Vidimo, da dvoje zakasnitvenih
vezij lahko zdruzimo v eno samo vezje in tako dobimo direktno obliko realizacije II, ki jo

prikazuje slika 4.13.

0 W) o y()

Ca) ()
Y x(n-1)

Slika 4.13: konéna oblika LCN strukture 11
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Vzemimo LCN strukturo, podano z diferen¢no enacbo

y(n):—Zak-y(n—k)—i—Zbk-x(n—k) (4.119)

Ekvivalentno strukturo I vidimo na sliki 4.14. Ta vsebuje M + N zakasnitvenih elementov
ter N 4+ M + 1 mnozenj. Tudi tu lahko zamenjamo obe skupini enac¢b, ki predstavljajo prenosni

funkciji H, in H,.

x(n) v(n) y(n) >

)

> ©
)
©

Slika 4.14: Posplosena oblika direktne strukture I

Tudi tu obe skupini zapisemo kot

M
vi(n) = Z b - x(n — k) (4.120)
k=0
in rekurzivno enacbho
N
ym) = — Z ar - y(n — k) +v(n) (4.121)
k=1

Tudi v tem primeru lahko zamenjamo vrstni red izvajanja funkcij H; in Hs, tako da dobimo
direktno obliko II s slike 4.15.

Za N > M vidimo, da zapiSemo pomozno spremenljivko

w(n) = — Z ai - w(n — k) +z(n) (4.122)
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x(n) w(n) y(n)

Slika 4.15: Posplosena oblika direktne strukture Il za N > M

in nerekurziven sistem

M
y(n) = Z b - w(n — k) (4.123)
k=0
V primeru, ko so parametri a, =0, za k = 1,..., N, tedaj se oblika (4.114) poenostavi v
M
y(n) = Zbk ~x(n — k) (4.124)
k=0

kar predstavlja nerekurziven LCN sistem. V tem sistemu imamo M + 1 vzorcev vhodnih
signalov in M + 1 utezi by.
Prenosna funkcija predstavlja utezen povprecevalnik (moving average - MA), oziroma povprece-
valni sistem.
Ta sistem je sistem tipa FIR, katerega impulzni oziv h(k) je enak koeficientom by.
by 0<k<M,
h(k) = (4.125)
0 drugace.
Ce se zopet povrnemo k enacbi (4.114) in postavimo M = 0 tedaj posploSen LCN sistem

pretvorimo v ¢isti rekurzivni sistem podan z enacbo:

y(n) = — Z ar - y(n —k) + by - z(n) (4.126)
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Vidimo, da je izhod sistema odvisen od linearne kombinacije N zadnjih izhodov in trenut-

nega vhoda.

Primer:

Vzemimo posplosen sistem drugega reda podan z diferenc¢no enacbo:
y(n) = —a1y(n — 1) — asy(n — 2) + boz(n) + byz(n — 1) + bex(n — 2), (4.127)

ki smo ga dobili iz enacbe (4.114) za N = 2 in M = 2. Ce postavimo koeficienta a; = ay = 0

potem se enacba (4.127) zreducira v
y(n) = box(n) +bix(n — 1) + bax(n — 2), (4.128)

kjer predstavlja tipi¢en primer sistema FIR. Strukturo I lahko direktno dobimo iz slike

posplosene oblike sistema 2. reda

x(n) 5 w(n) y(n)

O—

Slika 4.16: Posplosen LCN sistem II reda

le, ¢e opustimo del s koeficienti ay.

x(n)

Z—l o 7 1

() (&) @)

) >

y(n)

Slika 4.17: FIR sistem II reda

Strukturo rekurzivnega sistema 2.reda dobimo, ¢e postavimo v ena¢bo (4.114) parametra

b; = by = 0. Tako dobimo ¢isto diferené¢no enacbo 2.reda
y(n) = —ary(n — 1) — azy(n — 2) + byz(n) (4.129)

Tovrstni sistem je predstavljen na sliki 4.18 in je ¢isti rekurzivni sistem tipa IIR.
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L”)»@ % % J/(n);

Z! < AN

Slika 4.18: Cisti rekurzivni sistem II reda (IIR)

4.10 Realizacija sistemov FIR na osnovi posploSenega rekurzivnega

in nerekurzivnega postopka

Kot smo opazili, imata sistema FIR in IIR razli¢ne odzive h(n) na enotin impulz 6(n). Prviima
odziv s kon¢nim, drugi pa z neskon¢nim trajanjem. Eden je nerekurziven, drugi pa rekurziven
sistem.

V osnovi je rekurziven sistem podan z ena¢bo, ki ponazarja vhodno/izhodne relacije:
y(n) = Fly(n = 1),....y(n = N),z(n),...,x(n = M)] (4.130)

oziroma za LCN sistem

y(n) == ar-y(n—k)+ > be-x(n—k) (4.131)

k=1
Rekurzivni sistem vsebuje pretekle odzive, do¢im nerekurzivni sistem ni odvisen od preteklih

izhodov ampak le od preteklih vhodov:
y(n) = Flz(n),z(n —1)...,2(n — M)] (4.132)

V primeru FIR sistema smo videli, da vedno sistem realiziramo nerekurzivno:

y(n) = Zbk ~x(n — k) (4.133)

Njegov odziv na enotin impulz na vhodu je enak vrednostim koeficientov {by}.

Ce npr. vzamemo MA-povprecevalno sito FIR, tedaj je odziv sistema

M
1
= by - —k 4.134
V(o) = g Db el =4 (1.134)
in odziv na enotin impulz je
1
h(n) = zad<n<M (4.135)
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X\n
( ) 71 o 71 9 nanann . 71 1

M +1
y(n)

Slika 4.19: Realizacija povprecevalnega sita

Sistem je prikazan na sliki 4.19.
Sedaj pa preoblikujmo izraz (4.134) tako, da mu dodamo in odvzamemo ¢len xz(n — 1 — k)

sicer:
y(n) = 3t Dt t(n — 1= k) + gile(n) —a(n =1 - k)] =

(4.136)
y(n —1) + gi7lz(n) —2(n — 1 - M)

Tovrstni sistem predstavlja rekurzivni sistem tipa FIR. Struktura tako optimirane arhitekture

je razvidna s slike 4.20.

x(n) Z—l I

y(n)>

y(n—1)

Slika 4.20: Struktura rekurzivnega MA sita

4.11 Krizno korelacijski in avtokorelacijski nizi

Vzemimo dva signalna niza {x(n)} in {y(n)} s kon¢no energijo.

Krizno korelacijo med nizoma {z(n)} in {y(n)} oznac¢imo z r,,(l) in je dolo¢ena z izrazom

“+oo

ray() = Y x(n)-y(n—1) zal=0+1+2 ... (4.137)
oziroma
+o0o
ray() = D w(n+1)-y(n) zal=0+1,+2, .. (4.138)

kjer indeks [ pomeni ¢asovni pomik.
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Ce izvedemo reverzno krizno korelacijo, kjer vzamemo reverzni vrstni red koeficientov, tedaj

dobimo krizno korelacijski niz:

+o0

re(l) = D y(n)-x(n—1) (4.139)

n=—oo

oziroma
—+o0

re() = Y y(n+1)-z(n) (4.140)

n=—oo

Ce primerjamo vse $tiri izraze vidimo da je
Tay(l) = rye(=1) (4.141)

To pomeni, da je 7,,(l) le preslikava r,,(—1), kjer se preslikava izvede okoli [ = 0. Isto velja
tudi obratno.
V primeru, ¢e Zelimo izracunati krizno korelacijo z uporabo konvolucije, tedaj moramo

izpeljati “korelacijo” med x(n) in y(—n), torej velja da je

ray(l) = x(l) * y(=1) (4.142)

V primerih, ko je x(n) = y(n) pa govorimo o avtokorelaciji niza {z(n)} doloceno kot

—+00

rez(l) = Z z(n) - z(n —1) (4.143)

n=—oo

oziroma
“+o0

ree(l) = > a(n+1)-x(n) (4.144)

V primeru konénih nizov dolzine N, to pomeni, da so elementi z(n) = y(n) =0zan < 0 in

n > N, lahko krizno korelacijo in avtokorelacijo dveh nizov izrazimo z

N—|k|-1
)= >, @)y -1 (4.145)

" N—|k|-1
Tea(l) = Z z(n) - z(n —1) (4.146)

kierjet=10,k=0zal>0ini=0zak=10zal<0.



Poglavje 5
Frekvenc¢na analiza signalov

Fourierova transformacija je eno izmed matematiénih orodij uporabnih pri analizi in sintezi LCN
sistemov in predstavlja moderno orodje v danasnjih telekomunikacijskih sistemih. Klasi¢ne
Fourierove metode, kot sta Fourierova vrsta in Fourierov integral se uporabljata pri analizi
¢asovno zveznih signalov in sistemov, to pomeni da za signal s(¢), definiramo celoten interval
—00 < t < 00, za vse t. Casovno diskretna Fourierova transformacija (DTFT) kot tudi diskretni
Fourierov transform (DTF) sta le primer razsiritve osnovnega koncepta, uporabnega pri ¢asovno
diskretnih signalih s(n), ki so dolo¢eni le v trenutkih n za —oo < n < occ.

V nadaljevanju bomo govorili o bazi¢nem konceptu in lastnostih zvezne transformacije (CT)
in diskretne transformacije (DT).

Relacija med zveznim in ¢asovno diskretnim signalom je podana z operacijama vzorcenja in

rekonstrukcije signala.

5.1 Karakteristicne-bazne funkcije in ortogonalnost

Se preden pri¢nemo z analizo diskretne Fourierove transformacije, si oglejmo idejo, ki je bralcu
jasna Ze iz prvega poglavja in sicer razstavitev signala na karakteristi¢ne, oz. bazne signale ali
funkcije, ki smo jih predstavili z vsoto razli¢nih fazorjev. Kot nam je znano lahko le te zapisemo
s Fourierovo vrsto. Predstavitev poljubnega periodi¢nega signala x(t) lahko podamo z vsoto

enosmerne komponente, osnovnega kosinusnega in sinusnega signala ter visjih harmonikov:

+oo
2(t)=ao+ Y aycos(nwot) + by sin(nwot) (5.1)

k=—o0
Enacba predstavlja zapis omenjenega periodi¢nega signala s Fourierovo vrsto. Konstantni del
in vsak sinusoidni ali kosinusoidni izraz lahko kar imenujemo bazne ali osnovne funkcije. Poz-

navanje le-teh in njim pripadajoc¢ih frekvenc nw omogoca popoln zapis signala.

63
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Druga mozna predstavitev signala je predstavitev v eksponentni obliki, kar poznamo ze iz

prvega poglavja te knjige.
+oo

x(t) = Z ¢y, - edheot (5.2)

k=—00
V primeru, ko Zelimo preiti iz periodi¢nega v aperiodi¢ni signal, lahko uporabimo predhodni
zapis signala, pri ¢emer razsirimo periodo signala v neskon¢nost. Tako lahko aperiodi¢ni signal

podamo z izrazom:

= lim Z cy, - 72kt (5.3)

T —00
k=—o00

To lahko tudi smatramo kot vsoto neskonénega stevila baznih funkcij, ki jih podaja izraz v
eksponentni obliki e/27+Fot,
Izraz vsote od —oo do +o00 lahko nadomestimo z integralom tako, da je inverzni Fourierov

transform podan z

() = /_ ety (5.4)

o0

Ta izraz lahko tudi predstavimo kot limitni primer podajanja signala z baznimi funkcijami,
ki so v frekven¢nem prostoru zaradi limitnega procesa neskoncno stisnjene druga k drugi, zaradi
tega pa tudi zavzemajo celoten frekvenc¢ni prostor od —oo do 4o0.

Ce ta koncept posplosimo, vidimo, da lahko vsako periodi¢no funkcijo izrazimo z baznimi

funkcijami ®,(¢) in s pripadajo¢imi utezmi x,,.

2(t) = 21D, () + 22D (t) + 23Dt Z L P ( (5.5)

Bazic¢ne funkcije lahko predstavimo kot karakteristi¢ne vektorje, pripadajoce utezi z,,, pa kot
projekcije periodicnega signala na karakteristicne vektorje. Te so lahko realne ali kompleksne
in so le Stevila ne pa funkcije ¢asa.

Sinusne, kosinusne ali eksponentne funkcije niso edine mozne bazne funkcije. Ce uporabimo
katero drugo bazno funkcijo, lahko ocenimo signalu x(t) pripadajoce vrednosti x,, tako, da obe
strani predhodne enacbe, kjer smo izrazili z baznimi funkcijami, pomnozimo z eno od baznih

funkcij @ (t) in integriramo po ¢asu. Tako dobimo

400 +o00
/ 2(8)Dp(t)dt = / o (£) Dy (1) di+

e} o0

+oo
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Ker za bazne-karakteristicne funkcije velja

/ " b, () Du(t)dt = 0 (5.7)

[e.e]
za vse n # k, razen za n = k, kar pomeni, da so karateristicne funkcije med sabo neodvisne,
torej so ortogonalne druga na drugo. Zaradi tega izginejo v zgornji enacbi vsi ¢leni, razen

tistega za katerega je n = k. Tako dobimo poenostavljen izraz

400 400
/ x(t)d)k(t)dt:xk/ L (t)dt (5.8)

o0 —0

Sinusuide, kosinusuide in kompleksni eksponenti (fazorji) so ortogonalne funkcije, za razliko
s pravokotnimi impulzi razli¢nih frekvenc, ki pa niso ortogonalne funkcije.

Trigonometri¢ne in eksponentne funkcije pa niso edine ortogonalne funkcije. K tem baznim
funkcijam lahko stejemo tudi Walsh-ove in Haar-ove funkcije. Torej je vsak zapis signala s
koeficienti kateregakoli niza baznih ortogonalni funkcij, transformacija signala. To pa zato, ker
ti koeficienti omogocajo popoln zapis signala, na osnovi katerih lahko signal tudi restavriramo.

Zapis signala z vsoto vseh baznih funkcij, lahko podaja tudi nek fizikalni pomen. Npr. pri
Fourierovi transformaciji pojav izredno moc¢ne spektralne ¢rte, napram ostalim ¢értam, lahko
pomeni moc¢ne vibracije ali resonanco pri tej frekvenéni ¢rti.

Prav tako pa lahko zapis signala z dolo¢enimi karakteristicnimi funkcijami, pomaga pri
analizi odziva linearnega sistema na ta signal. V primeru kompleksnih eksponentnih baznih
funkcij lahko odziv sistema podamo z diferencialno enacbo. ResSitev te pa je enostavna, Ce
je vhod v linearni sistem ena izmed teh kompleksnih eksponentnih baznih funkcij. Obicajno
signal opisemo z ve¢ omenjenimi baznimi funkcijami, tedaj poznamo odziva linearnega sistema
na posamezno bazno funkcijo, odziv celotnega signala pa predstavlja vsoto odzivov vseh baznih
funkcij, s katerimi podamo signal. To pa je dejansko bistvo Fourierove analize.

Vhodni signal z(t) nadomestimo z opisom v frekven¢nem prostoru X (w), kar pomeni z am-
plitudami in fazami kompleksnih eksponentov, odvisnih od frekvenc prostora signala. Frekvencna
prenosna funkcija sistema H (w) dejansko podaja oja¢anje in fazni premik kot funkeiji frekvence,
tako da v frekvencnem prostoru izhod iz sistema podamo kot Y (w) = X (w)H (w). Izhodni sig-
nal v ¢asovnem prostoru je dejansko vsota vseh fazorjev signala podanega s karakteristi¢nimi

funkcijami in njim pripadajo¢imi x,,.

5.1.1 Trigonometri¢ne bazne funkcije v primeru diskretnih signalov

Vzemimo primer vzoréenega niza signala dolzine N = 8. Ker imamo osem neodvisnih vzorcev,

pomeni, da moramo poznati amplitude osmih ortogonalnih baznih funkcij, s katerimi popol-
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noma opiSemo vzorceni signalni niz. Omenjeni niz lahko zapiSemo z izrazom

z(n) = ,P,(t) = agcos(0) + a; cos(2mn/8) + by sin(27n/8)+
az cos(4mn/8) + by sin(4mn/8) + ag cos(67n/8) + by sin(67n/8) + a4 cos(8mn/8)
Vidimo, da je izraz zelo podoben trigonometri¢ni Fourierovi vrsti, razen da so ¢leni enacbe
disktretni sinusni in kosinusni signali.
S transformacijo, ki smo jo podali v predhodnji ena¢bi, smo signalni niz osmih vzorcev z(n)
nadomestili z osmimi koeficienti ag, ay, by, as, ba, as, bs, in ay.
Ortogonalnost baznih funkcij v tem primeru pomeni, da ko Zelimo poiskati vrednost koefi-
cienta aj, moramo predhodnjo ena¢bo pomnoziti s cos(2rkn/8) in nato sesteti vse rezultirajoce
vzorce na obeh straneh enacbe. Enak postopek uporabimo pri izrac¢unu koeficientov by, le da

mnoZzimo enacbo s s sin(27wkn/8) in seStejemo prispevke na obeh straneh enacbe.

Primer:

Vzemimo signalni niz z(n) = {1,1,1,1,0,0,1,0} in dolofimo koeficient b; v predhodnji enacbi.
Ce to enatho pomnozimo s sin(27n/8) in seStejemo vse prispevke na obeh straneh enacbe,

dobimo:

S x(n)sin(2rn/8) = S agsin(2mn/8) + 27 _ ar cos(2mn/8) sin(27n/8)
+ 307 by sin®(27n/8)
+ 307, ay cos(4mn/8) sin(27n/8)
+ 307, bysin(47n/8) sin(27n/8) (5.10)
+ 307, agcos(6mn/8) sin(27n/8)
+ 307, bysin(67n/8) sin(2mn/8)
+ 307, ag cos(8mn/8) sin(27n/8)
Na desni strani te enacbe je osem ¢lenov, produktov raznih baznih funkcij enako ni¢ razen
enega in sicer ./, bysin?(2mn/8). Ce upostevamo trigonometricne funkcije lahko ta izraz
zapisemo v obliki 77 0.5b;[1 — cos(47n/8)], kar je enako 4b;. Enacbo naSega primera torej

zapisemo kot

7
> a(n)sin(2mn/8) = 4b; (5.11)
n=0

od koder dobimo iskani koeficient

1 7

b= > a(n)sin(2mn/8) (5.12)

n=0
Na isti nacin dolo¢imo vse preostale koeficiente. Na osnovi poznavanja vseh koeficientov lahko

vidimo, da vsota vseh utezenih baznih funkcij tvori signal x(n).
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5.2 Fourierove vrste in ¢asovno zvezni periodic¢ni signal

Tako opremljeni z znanjem o zapisu signala x(n) z baznimi funkcijami, lahko Sele razumemo,
da je Fourierova vrsta osnovno matemati¢no orodje, s katerim predstavimo periodi¢ne signale.
Ta je predstavljena kot linearna utezena vsota harmoni¢nih sinusoidnih ali kompleksnih ekspo-
nentov (fazorjev).

Spomnimo se osnovnega signala, za katerega smo rekli, da je vsota rotirajo¢ih vektorjev.

Tega lahko zapisemo v obliki

+o0
x(t) = Z cy, - 72k (5.13)
k=—00
Osnovna perioda signala je 7, = 1/F,. Torej lahko govorimo o mnozici eksponentnih
signalov
{eP™r ga k =0,+1,42,...} (5.14)

ki predstavljajo osnovne gradnike raznih periodi¢nih signalov. Na ustrezno izbiro oziroma

obliko vplivajo koeficienti {c}, frekvenca Fy pa predstavlja osnovno periodo signala x(t).

Primer:
Vzemimo signal x(t) s periodo T,

+o0
x(t) = Z ¢y, - 72kt (5.15)

k=—o00

Pomnozimo obe strani z e 727" kier je [ celo Stevilo, nakar integriramo obe strani po

+oo
oty —jonlFot 1, _ oty —j2nlFot jor Fokt
z(t) - e dt = e Z Cp - € dt (5.16)

to to k=—o00

periodi 7,

Zamenjamo operator y_ z [

+00 to+Tp 2mFo(k_D)t 400 ejQWFo(k—l)t to+Tp
ck/ el STVt = Ck {—} (5.17)
k:ZOO to k:ZOO j2mEy(k —1) 0
Za k # 1 je izraz pri zgornji in spodnji meji enak ni¢, za k = [ pa je
tot Ty to+T,
/ dt =t|,>""" =T, (5.18)
to

Torej se je izraz (5.16) reduciral v

t0+Tp )
/ w(t) - e *H Gt = ¢ - T, (5.19)

to
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Od tu dobimo oceno Fourierovih koeficientov periodi¢nega signala

t0+Tp
_ _/ —]QWlFotdt (520)
oziroma
1 .
a=— [ x(t) e Imolgy (5.21)
T, T,

Torej lahko signal z(t) predstavimo s Fourierovo vrsto

+oo
= Z cy, - eI?mREo! (5.22)

k=—o00

za vsak t. Enacbi (5.21) in (5.22) predstavljata par, ki omogoc¢ata sintezo (5.22) in analizo
(5.21) signalov.

5.3 Gostota moc¢nostnega spektra periodic¢nega signala

Periodicen signal ima neskonc¢no energijo in konéno povpre¢no moc¢ podano z:

1
P,=— [ |z(t)|dt (5.23)
T, Jr,

Vzemimo kompleksno konjugiran signal (5.22) in iz enac¢be (5.23)dobimo

1 400 ‘ “+00 1 ' “+o00
Po=rr [ a(t) ) c-e ™M= " ¢ | / p(t)e P = N e (5.24)
Tp Tp k=—o00 k——o00 Tp Tp k=—o00
Torej je gostota spektra
P, |2 (t)[2dt = Z x| (5.25)
Tp Ty k=—00

kjer |cx|? pomeni mo¢ k-te harmoni¢ne komponente signala.

5.4 Fourierova transformacija ¢asovno zveznega aperiodi¢nega
signala

Vzemimo signal s kon¢nim trajanjem s slike 5.1.
Na osnovi tega signala tvorimo periodi¢en signal z,(t) s periodo 7}, (slika 5.2).
O¢itno sta signala enaka x,(t) = x(¢) v limiti, ko gre perioda proti neskoné¢nosti (7}, — o)

z(t) = lim wx,(t) (5.26)

Tp—o00
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x(2)
A

T, T

r
2 2
Slika 5.1: Signal s kon¢nim trajanjem - aperiodi¢ni

x, (1)

A

|

Pﬂ

|
YR
N [

~

Slika 5.2: Periodi¢ni signal s periodo T,

To pa pomeni, da lahko dobimo spekter aperiodi¢nega signala x(t) iz spektra periodi¢nega

signala x,(t) enostavno tako, da vzamemo 7, — oo.

Vzemimo Fourierovo vrsto:

o0 1
_ Z Cp - eJ2mFokt Fo= —
Tp
k=—o0
kjer je
+Tp/2
— _/ —j27rF0k:tdt
Tp/2

kjer je na podro¢ju —71,/2 <t < T,/2 signal z,(t) = z(t) lahko

+Tp/2
_ / fJZWFOktdt

Tp/2

Za |t| > T,/2 velja, da je z(t) = 0. Torej lahko meje integrala pove¢amo na +oo.

1 Foo -
Cp = Tp/—oo (t)e 72 Eokt gt

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)
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Imenujmo sedaj funkcijo X (F')-Fourierov transform funkcije z(t)
~+oo )
X(F) = / (#)e 2P (5.31)

X(F) je funkcija zvezne spremenljivke F' in ni odvisna od T, ali F. Ce primerjamo izraza

(5.30) in (5.31), tedaj opazimo, da lahko izrazimo Fourierove koeficiente ¢ z X (F)

1
cr = — - X(kFy), (5.32)
T,
oziroma ekvivalentno "
T, o, =X(kFy) =X (—) (5.33)
1,

Vidimo, da so Fourierovi koeficienti vzorci X (F') vzeti v mnogokratnikih Fj in skalirani z
1/T, = Fy. Uporabimo izraz (5.33) v (5.27)

—+00

1 k jork Fot
,(t) = T Y X (Tp) eI 2mkFo (5.34)
k=—0o0
Vzemimo meje periode T}, proti co. Zato doloc¢imo, da je
1
AF = — 5.35
T (5.35)
Ce slednji izraz vstavimo v (5.34) dobimo
+o00 '
rp(t) = > X(EAF)- &> AF (5.36)

k=—o0

Ce gre T, proti neskoncnosti, tedaj gre x,(t) v x(t). Tudi spremenljivka AF postane difer-

encial dF' in kAF postane zvezna frekven¢na spremenljivka F'. Torej

400
. . IERT . ,—J2mkAFt
T,l,lgloo zp(t) = x(t) = Al}lwn_l)o 2 X(kAF) -e AF (5.37)
+oo )
z(t) = X(F)-e?™FtdF (5.38)

Ta izraz predstavlja inverzni Fourierov transform. Tako dobimo Fourierov par za aperi-

odi¢ne signale x(t):
+oo
x(t) = X(F)-e?™FtdF (5.39)

— 00

kjer predstavlja enacba (5.40) Fourierov transform in

X(F) = /_ +Oogg(zs) e PmEL gy (5.40)

o0

kjer predstavlja enac¢ba (5.39) inverzni Fourierov transform.
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5.5 Mocnostni spekter aperiodi¢nih signalov

Vzemimo signal z(t) s kon¢no energijo in Fourierov transform X (F'). Energija signala je

E, = /_m yx<t)|2dt:/Wx(t).x*(t)dt:

/_ ioo (1)t { _;OO_;(O*(F) . e‘jzﬂFtdF}
X (pyar [ / a0 e_jQ’rFtdt} o4

—0_ 00
| ppar
Torej je energija signala
“+o0o +00
B, = / o (t)|2dt = / X (F)|2dF (5.42)

To je Parsevalov teorem o ohranjanju energije. X (F') lahko izrazimo v polarni obliki:
X(F) =|X(F)|- %" (5.43)

kjer je | X (F)| amplitudni in O(F) fazni spekter.
Izraz

Suu(F) = |X(F)]? (5.44)

predstavlja porazdelitev energije signala v odvisnosti od frekvence. Temu izrazu S,.(F)
(5.44) pravimo tudi spekter gostote energije signala z(t), katerega integral ¢ez vse frekvence

daje energijo celotnega signala

Fi+AF;
/ S,.(F)dF. (5.45)

Py
Primer:

Dolo¢imo Fourierovo transformacijo in gostoto moc¢nostnega spektra signala pravokotne oblike
s slike 5.3, dolocenega z
A zalt| <71/2
x(t) = (5.46)
0 zalt|>r71/2.

Vzemimo Fourierovo transformacijo (5.40)
+7/2 ) : F
X(F) = / / A-e i Ftgy — AT% (5.47)
—7/2

Vidimo, da ima X (F) obliko sinc funkcije. Torej je spekter pravokotnega impulza ovojnica

Fourierovih koeficientov periodi¢nega signala.
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x(t)
A

|
|

Slika 5.3: Signal x(t) - pravokotni impulz

X(F)
A

Z

| o
A 4
~

a
a
a

Slika 5.4: Fourierova transformacija signala pravokotnega impulza

To pomeni, da so Fourierovi koeficienti ¢; pripadajoega signala x,(t) enostavno vzorci

X(F) v kFy=k-1/T,.

1 1 k
Tp Tp TP

5.6 Lastnosti zvezne Fourierove transformacije

Zvezno Fourierovo transformacijo uporabljamo za analizo linearnih, ¢asovno zveznih sistemov.
Nekatere lastnosti so nanizane v tabeli 5.2, druge pa smo na kratko zdruzili v nekaj vrstic. Pri
tem F{-} pomeni operacijo Fourierovega transforma in F~'{-} pomeni operacijo inverznega
Fourierovega transforma, znak * pa pomeni konvolucijo dolo¢eno kot:

+00

Si(t) = fo(t) = [t =7)- far)dr (5.49)

Lastnosti

1) Linearnost (superpozicija)

Flafi(t) +0fa(t)} = aF{fi(t)} + 0F{f2(t)} (5.50)
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H Signal Fourierov transform Koeficienti F'T H
oo agelheot 21 3 20 apd(wrwo) ag
elwot 21 (w + wo) { th B (1)
cos(wot) 7[6(w — wo) + 6w + wol { a=a =3
a, =10
sin(wot) 2 (5(w — wp) — 8(w + w) { = a1 = g
J a, =0
z(t) =1 21 (w) ap=1,a,=0,k#0
z(t) = { é: ’g iﬁ < e wd(wkwo) @l gip ¢ (ko) = sin(lzjroTl)
12 6(t—nT) NI = —006 (w — 2ZE) ar = 7 za vse k
x(t) = { (1): IEI i % 2T sinc (”TTl) = w _
Wsin ¢ (1) X(w):{ (1): IZIi% -
d(t) 1 —
u(t) ]%J + mé(w) -
5(t —to) elwto —
e "u(t), Re{a} >0 ﬁ —
te="u(t), Re{a} > 0 (aéw)Q -
(f::)!e*atu(t), Re{a} >0 (a+;w)" _
Tabela 5.1: Nekaj osnovnih parov ¢asovno zvezne Fourierove transformacije
kjer sta a in b kompleksni konstanti
2) Casovni pomik
FLf(t—to)} = e F{f(1)} (5.51)
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| Ime Ce je F[f(t)] = F(jw), potem |
Definicija F(jw) = [T f(t)erdt
ft) = & [72 F(jw)er dw
Superpozicija Flafi(t) +bf2(t)] = aFi(jw) + bF3(jw)
Ce je f(t) soda funkcija F(jw) =2 [° f(t) cos(wt)dt
Ce je f(t) liha funkcija F(jw) =25 [° f(t) sin(wt)dt
Negativni ¢ Flf(=t)] = F*(jw)
Skaliranje po ¢asu Flf(at)] = i F (L)
Skaliranje po amplitudi Flaf(t)] = aF(jw)
Odvajanje F &= 1®)] = (ju)"F(jw)
Integriranje F [ Itof } = LF(jw) + nF(0)5(w)
Casovni premik Flf(t —a)] = F(jw)e~

Modulacija Flf(t)er] = Fj(w — wo)]
{FLf(t) cos(wot)] = 5[Flj(w — wo)] + Flj(w + wo)]]}
{FIf () sin(wot)] = 3i[F[j(w — wo)] = F[j(w + wo)]]}
Casovna konvolucija FUF (jw)Fa(jw)] = [°2 fi(7) fo(7) folt)dT
Frekvencna konvolucija FIA® (0] = 5= [% FL(GN) Fa[j(wy)]dA

Tabela 5.2: Lastnosti ¢asovno zvezne Fourierove transformacije

3) Frekven¢ni pomik

eIt f(t) = F~

4) Konvolucija v ¢asovnem prostoru

FLf(@) * fa

HE(j(w —wo))} (5.52)

)} = F{A@)} - F{f(0)} (5.53)
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5) Konvolucija v frekvenénem prostoru
1
FLA@) - RO} = - F{AMG} « FLA)} (5.54)
6) Odvajanje po ¢asu
d(f(t
—jwF (jw) = .7-"{ (J;g ) } (5.55)
7) Integriranje po ¢asu
t 1
.7-"{/ f(r)dr} = j_wF(jw) + 7F(0)§(w) (5.56)

Te lastnosti in tudi ostale iz tabele 5.2 koristno uporabljamo pri analizi ali sintezi sistemov.

Posamezne lastnosti tudi uporabljamo pri resevanju diferencialnih ali integralnih enacb.

Lastnost ¢asovne konvolucije koristno uporabimo tudi v sistemih obdelave signalov, v ko-

munikacijskih sistemih pa uporabimo lastnost frekvencénega pomika.

Pri delu obi¢ajno uporabljamo tabele parov zvezne Fourierove transformacije in upostevamo

lastnosti omenjene transformacije (tabeli 5.1, 5.2).
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Poglavje 6

Diskretna Fourierova transformacija

6.1 FT casovno diskretnih signalov

Vzemimo zvezni signal s kon¢no energijo x(t), katerega vzoréimo z nizom § funkcij (enotinih

impulzov) zakasnjenih za T'. Tako dobimo vzor¢eni signal

z[n] = & (t)]i=nr (6.1)
dolocen z izrazom
+00 +00
ro(n) = Y a(t)-6(t—nT)= Y x(nT)-6(t —nT) (6.2)

Vzemimo periodo vzoréenja T" = 1 in frekvenco w in jo tako nadomestimo z normirano
frekvenco 27 F' = 2w F't, tedaj smemo zapisati, da je Fourierova transformacija zveznega signala

(5.40) s kon¢no energijo:

Flaa(t)i=nr} = Flaaln]} = F{ Y a(t) - 6(t —nT)} =

o =y (6.3)
FSS ) st =nT)} = S au) e
oziroma pri 7'=1
oo } 400 '
X(w) = Z z(n) - eI2 = Z z(n) - e~ 4m (6.4)

in inverz dobimo po analogiji upostevajo¢ enacbo (5.39)

1 g P 1 i .
z(n) = %/ X(2rF) - e*™Fdy = Py X(w) - e"dw (6.5)

kjer je spekter X (w) periodi¢en s periodo 27.

77
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Oba izraza sta podobna izrazu za Fourierovo vrsto in izrazu za izra¢un Fourierovih koefi-
cientov ¢, ki pa je normiran glede na ze podani izraz.

X (w) predstavlja, sli¢no kot ¢, frekvencno vsebino signala x(n) in je torej dolo¢en z izrazom

+oo

X(w) = Z z(n) - e 7" (6.6)

n=—oo

X (w) je torej dekompozicija signala x(n) na njegove frekvenéne komponente, kar smo spoz-
nali v podpoglavju o baznih, oz. karakteristi¢nih funkcijah.

Ce primerjamo Fourierovo transformacijo spektra ¢asovno zveznega signala s kon¢no energijo
in spektra ¢asovno diskretnega signala s kon¢no energijo, opazimo, da ima zvezni signal prisotne
frekven¢ne komponente na podroc¢ju £oo, do¢im ima ¢asovno diskretni signal vse frekvencne
komponente normirane na podroc¢ju 4, oziroma od 0 do 27. To se odraza v ponovljivosti spek-
tra signala, torej v konvoluciji med signalom in funkcijo vzorcenja, obravnavano v frekvenénem

prostoru. Ce je X (w) periodicen s periodo 2, tedaj velja da je

+00 +oo
X(w+ 2km) = Z z(n) - e I WH2kmn — Z x(n) - e7In . gmIAmhn —
n=—o00 . n=-—o00 (67)
Z z(n) - e 9" = X (w)

Periodi¢nost je posledica frekvenéne omejitve signala na (—m,7) in da je vsaka frekvenca
izven intervala ekvivalentna frekvenci znotraj intervala.

Ce primerjamo izraz (6.6) z izrazom za izracun koeficientov Fourierove vrste z(n), vidimo,
da sta si izraza zelo sli¢na.

Ce zelimo prikazati to analogijo, potem izraz za

“+o00

X(w)y= > x(n)-e?" (6.8)

n=—oo

pomnozimo z €/“™ in ga integriramo na intervalu (—m,7), o ¢emer smo ze govorili v uvodnem

delu tega poglavija.

- T ln=—x

' X(w) - e"dw = /7r [ Z z(n) - e_j“”] e duw (6.9)

zamenjamo vrstni red seStevanja in integriranja in upostevamo kon¢no vrsto z N elementi

+N

Xyw)= Y x(n)-e" (6.10)

n=—N
kar lahko naredimo, ¢e zgornja vrsta konvergira za N — oo. Predpostavimo, da vrsta

enakomerno (uniformno) konvergira, tedaj za desno stran enacbe (6.9) velja
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T 2T zam =n,
/ I m= iy = (6.11)
- 0 zam#n,

in s tem je

ad L 2mx(m) zam =n,
Z :B(n)/ eIm=m iy = (6.12)

n=~N - 0 za m # n.

Iz slednjega izraza in iz izraza (6.9) dobimo, da je

2(n) = % /_ X (6.13)

Ce primerjamo ta izraz (6.13) z izrazom za frekvenéno predstavitev ¢asovno zveznega peri-
odi¢nega signala s Fourierovo vrsto

o0

2(t) =Y oy O (6.14)

—00

oziroma izrazom za dolocitev koeficientov ¢,
1 ,
S / w(#) - e 2 gy (6.15)
T, Jr,

vidimo, da sta izraza (6.13) in (6.14) sli¢na, samo da je izraz (6.13) normiran s periodo 2.
Torej lahko zakljuc¢imo, da je Fourerova transformacija niza z(n), definirana z izrazom (6.6)
oblika Fourierove vrste.

Torej Fourierova para ¢asovno diskretnega signala sta podana z ena¢bama:

2(n) = % /2 X (w) - enduy (6.16)
X(w)y= Y z(n)-e*r (6.17)

X (w) je kompleksna Fourierova transformacija, veckrat tudi znana pod imenom Fourierov

integral v primeru ¢asovno zveznega signala. Absolutno vrednost X (w) lahko pisemo kot

X(@)] = YRew) + () = [X ()] (6.18)

kjer je | X (w)| amplitudna gostota ali spektralna amplitudna gostota, kjer je njej pripadajoci

fazni potek je podan z izrazom:

(6.19)
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6.2 Konvergenca Fourierovega transforma

Pri izrazu (6.16) smo predpostavili, da vrsta z N elementi

+N

Xy(w) = Z z(n) - e 7" (6.20)

n=—N

enoli¢no konvergira k X (w) ¢e gre N — oo. To pomeni, da napaka | X (w) — Xy(w)| — 0,

¢e gre N — oo. Pri enoli¢ni konvergenci pa je sestevek x(n) koncen, to je

Z |z(n)| < oo (6.21)

n=—oo

Ce je to res, potem velja tudi da je

+o00
X)) =] a(n) e Z lz(n)| < oo (6.22)
To zagotavlja, da je
]\}lm | X (w) — Xn(w)] =0 (6.23)

Ce ta izraz kvadriramo, imamo opravka s kvadratom napake |X(w) — Xy (w)|?, kar pa

pomeni, da energija napake signala frekven¢nega prostora gre k nic.

Primer:

Vzemimo signal s kon¢no energijo in sicer naj bo

1 za|w| < w,
X(w) = (6.24)
0 zaw, < |w| <7

Vemo, da je X (w) periodicen s periodo 27. Inverzni transform X (w) je

1" . 1 [ in(w,
=5 /_WX(w) ce?Mdw = py 5 e“"dw = % zan #0 (6.25)
Zan=0je
1 [« w
0) = — dw = =£ 6.26
r0)= o [ o= (6.26)
Torej je
Ye zan =0,
z(n)=< " (6.27)
. —Smog‘c";") zan # 0,

Ta transformacija je prikazana na sliki 6.1.
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x(n)

T —® 0 o T

Slika 6.1: Fourierov par (6.24) in (6.27)

Vzemimo niz {x(n)} dolo€en z izrazom, ki se ¢esto uporablja v teoriji signalov:

x(n) = sinfwen) za —00 <M < 00 (6.28)
Wen
Z vrednostjo z(n) = w./m pri n = 0. Pois¢imo Fourierovo transformacijo niza {x(n)}. Ker

je niz neskoncen, ni absolutno sestevljiv in imamo opravka z neskon¢no vrsto

S ) e 3o ) 629
Tr\n)-e = e R .
n=—oo n=—oo Wel

Oglejmo si funkcijo za razne N. Sam izraz (6.29) ne konvergira enoli¢no za vse w. Niz ima
vsekakor kon¢no energijo E, = w./w. Izraz (6.29) konvergira k X (w) po kvadrati¢nem principu,
kjer je

1 za|w| <w,
X(w) = (6.30)

0 zaw.< |w| <7

Torej smemo za razne N zapisati izraz (6.29) v obliki:

X sin(wen) o,
Xy(w)= > ——— e (6.31)
n=—N ¢

Na sliki 6.2 vidimo potek funkcije Xy (w) za razne N.
U
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X, (@) X;(®)
N ol Ve
N=1 N=3
™~
_/ N N NN
X7((,0) X]s(m)
NS N4 \Y4 I
N=7 N =15
pan
~ N\ V MY} VY
X5 (o) X (@)
i A lrv' ’1%
N =50 N=70

b

3
=
=

Slika 6.2: Potek Xn(w) za razne N

6.3 Gostota energijskega spektra aperiodi¢nega vzorcenega

signala

Energija ¢asovno diskretnega signala je

—+00

E,= > |z(n) (6.32)

n=—oo
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Izrazimo energijo signala s spektralnimi komponentami X (w)

+oo +o0o
1 [" ,
E, = nzzoox(n) ~x*(n) = nzzoox(n) {% /_7T X*(w) - e‘”“’"dw} (6.33)
Ce zamenjamo znaka seStevanja in integriranja dobimo:
1" = 1 [T
= — * . 7jwn — 2
By = o _WX (w) Lz_oox(m e dw] o /_ ) | X (w)[dw (6.34)

Torej je razmerje med z(n) in X (w)

o= Y k)P =5 [ IX@)P (6.35)

n=—oo

To pa je Parsevalov teorem o ohranjanju energije casovno diskretnega signala s koncéno
energijo.

Spekter X (w) je kompleksna funkcija
X(w) = | X (w)] - &%) (6.36)

kjer je
p(w) = £LX(w) (6.37)
fazni spekter.
Energijski spekter, oziroma gostota energijskega spektra ¢asovno diskretnega signala {x(n)}

oznacimo s

Sea(w) = | X (w)]” (6.38)

in podaja porazdelitev energije v odvisnosti od frekvence in ne vsebuje informacije o fazi
signala.
Ce je x(n) realni niz, potem je X*(w) = X(-w) in |X(-w)| = |X(w)| in ZX(-w) =
—/X(w). Torej tudi velja
Sra(—w) = Gpa(w) (6.39)

Zaradi simetri¢nih lastnosti, je dovolj, da poznamo signal le na podro¢ju 0 < w < 7, na

podrocju —m < w < 0 pa ga dolo¢imo na osnovi simetrije signala.

Primer:

Dolo¢i gostoto energijskega spektra signala S, (w).

z(n)=a"-un) —1<a<l (6.40)
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Resitev: Ker je |a| < 1 je niz seStevljiv in lahko uporabimo geometrijsko sestevalno formulo:

+o00 +o0 1
> fz(n) =) la" = —— <0 (6.41)
n=-—o00 n=0
Iz tega sledi Fourierova transformacija:
o] ' +oo '
X(w) = Za" ce N = Z(a ce )" (6.42)
n=0 n=0
kjer je |a - e77%"| < 1 uporabimo zgornjo formulo
1
X(w)=——"—— 6.43
(@) = —— (6.3
Gostota moc¢nostnega spektra je
1
Sez = [ X(W)]* = X(w) - X*(w) = : : 6.44
X = X@) X' = T oo (6.49)
ker je
1
Spr = 6.45
(1 —2acosw + a?) (6.45)
ker je S(—w) = S(w) sledi:
=0.5" S ((D) = I a=0.5
x(n)=0.57u(n) - 1-2acoso +a’’ .
4
3
2
1
n »
0 5 10 15 20 - _ 0 T n
2 2
1
x(n) =(=0.5)"u(n) S”(m)_l—Zacosco +a2,a——0.5
4
3
2
1
n >
0 5 10 15 20 -r 0 T -
2 2
a) b)
Slika 6.3: a) niz z(n) = (1)" u(n) in 2(n) = (—1)" u(n); b) njuna energijska spektra
za x(n) in a = 0.5 ter za a = —0.5 energijski spekter prikazan za oba a = 0.5 in a = —0.5
na sliki 6.3.

O



6.4. Lastnosti Fourierove transformacije ¢asovno diskretnega signala 85

Primer:

Vzemimo primer ¢asovno diskretnega pravokotnega impulza s slike 6.4,

x(n)

0o 1 2 3 L-2 L-1

Slika 6.4: Casovno diskretni pravokotni signal

ki je doloc¢en kot

A 0<n<L-1,
z(n) = (6.46)

0 drugace.

V tem primeru lahko upostevamo geometrijsko sumacijsko formulo, ki pravi:

Nl N a=1,
 ar= N (6.47)

Z upostevanjem izraza (6.47) izracunamo Fourierov transform omenjenega pravokotnega

impulza:
+o00 L—1 —iwl .
. _ 1—e™ swiopy sin(wL/2)

X(w) = ceTIn = Avedm =4 — = A.e 720D 222020 (648
ERPIEUE e T S
Amplitudni in fazni spekter z(n) sta:

|Al - L za w =0,
| X (w)] = oL (6.49)
|A| - —S:If‘("w /2)) drugace
; (wL/2)
w sin(wL/2
LX(W)=LA—=(L—-1)+L——F"T— 6.50
() 2 ( )+ sin(w/2) (6.:50)

kjer lahko se spomnimo, da je faza realnega dela 0, ¢e je ta pozitiven in —7 Ce je ta negativen.

O

6.4 Lastnosti Fourierove transformacije casovno diskret-

nega signala

Iz dosedanjega opazovanja Fourierove transformacije ¢asovno diskretnega signala smo prisli do

niza zakljuckov, ki jih bomo zaradi kasnejSega lazjega dela, strnili v spisek vseh lastnosti.
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[ X (@)]
5
4
3
2
1

»
- _T 0 T T
2 2

O(®)

T

T

: |
» (O
T
- T n
| N\

_T

2

-7

Slika 6.5: Amplitudni in fazni spekter ¢asovno diskretnega pravokotnega impulza x(n)

Sli¢ne lastnosti srecamo pri Fourierovi transformaciji energijsko omejenega in ¢asovno zveznega

signala.
Prevzemimo oznake:
+0o0
X(w)=Ffz(n)} = Y x(n)-e " (6.51)
oziroma
1 [T :
FHX@)} = 5 / X (w) - 7 duy (6.52)
™ —T

V tem primeru govorimo o Fourierovem paru, za kar uporabimo prikaz
f
z(n) «— X(w) (6.53)

kjer je X (w) periodi¢na funkcija s periodo 2.

1) Simetrija Fourierove transformacije

Vzemimo signal xz(n) in njegov transform X(w). Oba naj bosta kompleksna signala, ki ju

izrazimo kot
z(n) = zr(n) + jzr(n) (6.54)

X(w) = Xp(w) + jXi1(w) (6.55)
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Ce v enacbi (6.51) vstavimo za izraz
e ¥ = cosw — jsinw

in ju lo¢imo v realni in imaginarni del dobimo:

Xgr(w) = Z [zr(n) - cos(wn) + x1(n) - sin(wn)]
Xi(w) =— Z [zr(n) - sin(wn) — z7(n) - cos(wn)]

in v primeru (6.52) vstavimo izraz
e’ = cosw + jsinw

tedaj dobimo
1

xr(n) = 2 ), [XRr(w) - cos(wn) — X (w) - sin(wn)] dw
21(n) = —% [ [Xn(w) - sinfen) + X)) - cos(n)

Oglejmo si nekaj primerov

Realni signali Ce je z(n) realen, tedaj je zg(n) = z(n) in z;(n) = 0

A Im

an]
> Re
Xg(n)
Slika 6.6:
Izraz (6.57) se skréi v
+o0o
Xgr(w) = Z x(n) - cos(wn)
in
+o0
Xi(w) =— Z x(n) - sin(wn)

Ker sta kosinus soda in sinus liha funkcija, sledi iz (6.57) in (6.58)

Xgr(—w) = Xg(w) za sodi signal

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)
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n

Xi(—w) = =X;(w) za lihi signal (6.65)
Ce kombiniramo oba izraza, dobimo da je

X" (w) = X(—w) (6.66)

X(@)| X(o)

< X(o)
» Re

Slika 6.7:

e realni, a sodi signali
V tem primeru je z(—n) = x(n) in je x(n) - cos(wn) soda funkcija in z(n) - sin(wn)
liha funkcija. Tako dobimo iz ena¢b (6.57) in (6.58)

Xg( )+ 2 Z - cos(wn) (6.67)
Xi(w) =0 (6.68)
in
1 K
= —/ Xg(w) - cos(wn)dw (6.69)
T Jo
e realni in lihi signali
V tem primeru je x(—n) = —x(n) in x(n) - cos(wn) je liha funkcija in x(n) - sin(wn)

soda funkcija. 1z enac¢b (6.57) in (6.58) dobimo

Xp(w)=0 (6.70)

= —22 - sin(wn) (6.71)

n) = —% /07r X1 (w) - sin(wn)dw (6.72)

Podobne so tudi lastnosti ¢isto imaginarnih signalov.
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Imaginarni signali V tem primeru je xg(n) = 0, jx;(n) = x(n). Torej po enacbah (6.57)

(6.58) (6.60) in (6.61) sledi

+oo
Xp(w) = Z xr(n) -sin(wn) za lihe signale

+oo
Xi(w) = Z xr(n) - cos(wn) za sode signale

xr(n) = 1 /07r [Xgr(w) - sin(wn) + X (w) - cos(wn)] dw

™

zr(n) =0

V splognem lahko poljuben kompleksni signal x(n) razstavimo kot:

sod lih sod lih sod lih
2(n) = zgr(n) + jri(n) = xr(n) + r(n) + jlzi(n) + z1(n)] = 2(n) + z(n)

kjer je
sod sod ] sod 1 .
z(n) = zr(n) + joi(n) = 5 [2(n) + 27 (=n)]
lih lih L 1
z(n) = zr(n) + joi(n) = 5 [z(n) — 2" (-n)]
sod sod lih lih
ker so x(n) = x(—n) in x(—n) = —z(n) sledi iz enacbe (6.77), da so povezave
sod sod lih lih

2(n) = [zr(n) + jer(n)] + [er(n) + jri(n)]

X(w) = [Xn(w) + 5X1()] + [Xn(w) — X1 ()

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

Iz tabele 6.1 so razvidne vse simetrijske lastnosti diskretne Fourierove transformacije.

2) Linearnost Fourierove transformacije

Vzemimo dva niza {z1(n)} in {z2(n)} ter njuna transforma

21(n) < X1 (w)

22 (n) <o Xo(w)

potem velja za izraz relacija:

a1x1(n) + agza(n) AN a1 X1 (w) + as Xs(w)

(6.82)

(6.83)

(6.84)
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[ Niz DTFT |
z(n) X(w)
" (n) X*(=w)
z*(=n) X*(w)
zr(n) Xe(w) = 3[X(w) + X*(-w)]
jar(n) Xo(w) = 5[X(w) = X*(-w)]
ze(n) = glz(n) + 2*(—n)] Xr(w)
7o(n) = 3lr(n) — 2*(-n)] Xi(w)

Poljubni realni signal Xi(w) = X;(—w)
z(n) [ X (W) = [X(=w)]

X (w)=—4X(—w)

ze(n) = 3lz(n) + 2(—n)] Xr(w)
(realni in sod) (realni in sodi)

ze(n) = glx(n) + z(-n)] jXr(w)
(realni in lih) (imaginarni in lih)

Tabela 6.1: Lastnosti diskretne Fourierove transformacije

ki enostavno pravi, da Fourierova transformacija kombiniranih dveh ali ve¢ signalov je enaka
Fourierovi transformaciji posamic¢nih in kasneje kombiniranih signalov. Ta lastnost linearnosti

omogoca uporabo Fourierove transformacije tudi pri Studiju linearnih sistemov.
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3) Casovni premik in Fourierova transformacija

Ce vzamemo Fourierov par

z(n) <2 X(w) (6.85)

potem se ¢asovni zamik signala x(n) kaze v
z(n— k) <Io X(w) - e 99k (6.86)

Dokaz je dokaj enostaven. Vzemimo premaknjen signal xz(n — k). Tedaj je Fourierova

transformacija dejansko kar enaka izrazu
Flz(n—k)} = X(w) - ek = | X (w)| - [“X wmwh)] (6.87)

Vidimo, da se spekter signala zaradi ¢asovnega pomika ne spremeni, spremeni se le fazni
pomik. Matemati¢no pa pomeni pomik signala v ¢asovnem prostoru za k ¢asovnih enot enak

mnoZenju spektra signala z e 7% v frekven¢nem prostoru.

4) Casovna obrnljivost (reverznost)
Ce vzamemo signal z(n) in njegov par X (w)
f
z(n) «— X(w) (6.88)
tedaj za ¢asovno obrnjeni znak

z(—n) <L X(~w) (6.89)

tudi nastopi njegov par v frekven¢no obrnjenem prostoru. Torej je pri zamenjavi sesteval-

nega indeksa |
Fla(-n)} = > a(l)- e = X(-w) (6.90)

Ce je x(n) realen dobimo:
Fla(-n)} = X(~w) = [X(w)] - FH) = X (~w) = [X(w)] - e 7 = X(~w)  (6.91)

Vidimo, da se signal preslika okoli osi, ki je pravokotna na ¢asovno os v ¢ = 0. Sam spekter

se ne spremeni, pride pa do preslikave faznega spektra.



92 6. Diskretna Fourierova transformacija

5) Konvolucijski teorem in Fourierova transformacija
Vzemimo signalni niz {x1(n)} ter njemu pripadajo¢i pripadajoc¢i par X;(w) ter drugi signalni
niz {x2(n)} ter njegov par Xo(w)

21 (n) < X1 (w)

2a(n) <o Xo(w)

(6.92)

Konvolucija obeh nizov se pokaze v frekvenénem podroc¢ju kot produkt njunih parov
2(n) = 21(n) * 12(n) <= X (W) = X1 (w) - Xo(w) (6.93)

Dokazimo to relacijo z uporabo izreka konvolucijske vsote.

“+o00

2(n) =z (n) *2a(n) = Y i(k) - z2(n — k) (6.94)

k=—o00

Obe strani pomnoZzimo z e ~7*™ in sestejmo (izvedemo diskretno Fourierovo transformacijo)

X(w)y= > an)-e? = 3" | Y (k) za(n—k)| e 7" (6.95)
k=—o00 n=—00 Lk=—o0

Ce zamenjamo vrstni red seStevanja in ¢e enostavno zamenjamo seStevalni indeks dobimo,
da je desna stran predhodne enacbe enaka X;(w) - Xo(w). Ta teorem tudi predstavlja eno

najmocnejsih orodij pri analizi linearnih sistemov.

6) Korelacijski teorem in Fourierova transformacija

Tudi tu sedaj vzemimo dva signalna niza {z1(n)}, {z2(n)} ter njuna para

z1(n) < X1 (w) (6.96)
2a(n) <o Xo(w) (6.97)

ter pois¢emo korelacijo med nizoma, oziroma spekter.

Paras () < Syy (W) = X1 (w) - Xo(—w) (6.98)
Dokaz je podoben dokazu konvolucije, le da v tem primeru imamo

o0

Tarza(n) = Y w1(k) - 22(—F) (6.99)

k=—00
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Pomnozimo obe strani z e=/“" in ju seStejemo po vseh n. Tako dobimo

[e.9] o0 o0

Soves@) = Y Tarma(n) e = 3" | N wy(k) - wa(k —n)| eTn (6.100)

n=—00 n=—o00 Lk=—o0
Zamenjamo vrstni red sestevanja ter zamenjamo tudi seStevalni indeks. Tako se desna stran
enacbe reducira v izraz X;(w) - Xa(—w).
Izraz S,,., se imenuje spekter krizne energijske gostote signalov z1(n) in za(n).

7) Wiener-Khintchinejev teorem in Fourierova transformacija

Ce je x(n) realni signal, potem je avtokorelacijski par niza:
f
Tzz(l) < Sez(w) (6.101)

Ta par ponazarja, da je gostota energijskega spektra signala enaka Fourierovi transformaciji
avtokorelacijskega niza, kar predstavlja poseben primer korelacijskega teorema.

Ta teorem pravi, da avtokorelacijski niz signala in njegova spektralna gostota vsebujeta
isto informacijo o signalu. Ker pa ne vsebuje informacije o fazi signala, ne moremo enoli¢no

rekonstruirati signala iz avtokorelacijske funkcije ali iz gostote moc¢nostnega spektra signala.

8) Frekvené¢ni pomik in Fourierova transformacija

Vzemimo signal z(n) in njegov spekter X (w)

z(n) <L X(w) (6.102)
potem je
e0m . 2(n) «Io X (w — wp) (6.103)

Lastnost premika pravi, da v primeru mnoZenja signalnega niza z(n) z e¢/*°" pridemo v
frekvencénem prostoru do frekvenénega pomika spektra X (w) za wg. Ta premik je prikazan na
sliki 6.8.

9) Modulacijski teorem in Fourierova transformacija

Vzemimo par

z(n) <I X (w). (6.104)

Signalni niz z(n) pomnozimo s cos(wgn). To pomeni modulacijo, ki se odraza v frekven¢nem
podrocju kot
1 1
x(n) - cos(won) N §X(w +wp) + §X(w — wo) (6.105)
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X(®)
>
-2 - —-n/2 0 =w/2 =™ 21
X(—-0,)
» ()
—2n -n 0 ®, T 2 2n 4o,

-2n +,

Slika 6.8: Lastnost frekvencénega pomika v frekven¢nem prostoru

Ce zelimo dokazati veljavnost tega para, moramo izraziti

cos(won) = % (e/w0m 4 e7Iwomy

(6.106)

Potem izvedemo diskretno Fourierovo transformacijo nad dobljenim izrazom, iz ¢esar do-

bimo desni izraz para (6.105).

10) Parsevalov teorem in Fourierova transformacija

Ta govori o ohranjanju energije signala, ko je x1(n) = xo(n). Vzemimo dva signalna niza in

njegova para

x1(n) N X (w)

2a(n) < Xo(w)

ter tvorimo izraz, ki mu pravimo Parsevalov teorem:

“+oo
> m(n)as(n 2W/ X1 (w) - X3 (w)dw

n=—oo

Ce zelimo dokazati to relacijo, uporabimo izraz

“+00

X(w) = Z x(n) - e 9n

n=—oo

Tako dobimo na desni strani enac¢be (6.109)

L i [Z x1(n) -ej‘“”] - X5 (w)dw = / X5 (w)e ¥ dw =

n=—0oo

Z z1(n) - x5(n

n=—oo

n—=—0oo

(6.107)

(6.108)

(6.109)

(6.110)

(6.111)
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V posebnem primeru, ko je x1(n) = z2(n) = x(n) se Parsevalov teorem skrci na

S Je(n)f? = / X () 2w (6.112)

Leva stran izraza (6.112) pomeni energijo E, signala x(n), ki je enaka avtokorelaciji signala
pri [ = 0.

Desna stran istega izraza pa predstavlja gostoto energijskega spektra na intervalu —m <
w < m, kar pa tudi predstavlja vso energijo signala. Torej lahko re¢emo, da je avtokorelacija
signala pri [ = 0 enaka gostoti energijskega spektra signala, to pa pomeni, da je energija signala

enaka, ne glede ali smo v ¢asovnem ali frekvenénem prostoru.

11) Oknenje ali mnoZenje dveh nizov

Vzemimo dva signalna niza x1(n) in x9(n) ter njuna para X;(w) ter Xp(w)
m(n) <= Xi()
72(n) < Xo(w)

Tvorimo produkt med nizoma

z(n) = x1(n) - z2(n)

F

1 T
r(n) = () - 2(m) L X(w) = 5 /_W X1(0) - Xo(w — N (6.113)

Integral na desni pomeni konvolucijo med Fourierovima nizoma X;(w) in Xs(w).
Izraz (6.113) je dualni izraz konvoluciji dveh nizov v ¢asovnem prostoru.
Ce 7elimo dokazati relacijo (6.113), torej, da je Fourierova transformacija produkta z(n) =

x1(n) - x2(n), konvolucija spektrov obeh signalnih nizov x1(n) in z5(n), potem vzemimo, da je

inverz Lo
x1(n) = Py /7r X1 (A) - ePdA
Torej je
+o0 ‘ +o0 )
X(w) = Z x(n)-e 79" = Z x1(n) - xo(n) - 779" =
+oo - ; T +oo
‘An . —jwn _ . o= Jjw=XNn| _
Py [271' / Xi (A dA} zy(n)e " = o /_ X1 (A)dA L:ZOO NOIE —

ker pa pomeni, da je izraz (6 114) enak konvolucijski vsoti in predstavlja periodi¢no kon-
volucijo med X;(w) in Xo(w).
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12) Odvajanje v frekven¢nem prostoru

Vzemimo par

z(n) <2 X(w) (6.115)

potem je
F dX (w)

noan) Lo

Tudi za ta par (6.115,6.116) lahko dokazemo z uporabo definicije diskretne Fourierove trans-

(6.116)

formacije. Pri tem odvajamo niz po w.

dX(w) d [ 3 x(n).ejwn] =3 x(n).%em: —j Y nex(n)-e " (6.117)

n=—0oo n=—oo n=—0o0

Ce obe strani pomnozimo z j dobimo izraz (6.117).

Vse omenjene lastnosti so zdruzene v tabeli 6.3.

6.5 Diskretna Fourierova Transformacija

Do sedaj smo analizirali Fourierovo transformacijo zveznih periodi¢nih in aperiodi¢nih signalov,
sedaj pa si oglejmo Fourierovo transformacijo kon¢nega signalnega niza. To transformacijo
imenujemo diskretno Fourierovo transformacijo - DFT.

DFT je dejansko transformacija niza N vzorcev in ni zvezna funkcija ter predstavlja enakomerno

2k
N

je Fourierova vrsta periodi¢nega niza predstavljena z DFT konc¢nega niza.

porazdeljene vzorce spektra X (e?*) v tockah w = ki se ponavljajo s 27r. Kot bomo opazili,

Vzemimo nek periodi¢en niz [x,(n)] s periodo N tako, da je x,(n) = x,(n+1r- N), kjer je r

poljubno celo stevilo. Fourierova vrsta dejansko predstavlja vsoto harmonic¢o povezanih ekspo-
2

nentnih nizov (fazorjev), ki so celoSteviléni mnogokratniki osnovne frekvence 57 periodi¢nega

niza [x,(n)]. Torej lahko periodi¢en niz x,(n) izrazimo s kon¢no Fourierovo vrsto

rp(n) = % > Xp(k) Pk (6.118)

k=0

kjer je wy = QW” -k Kjer je k celo stevilo in kjer X, (k) pomeni spekter periodi¢nega niza x,(n).
Ce zelimo izracunati koeficiente X, (k) Fourierove vrste iz samega periodi¢nega niza x,(n),
potem moremo upoStevati Ze znano neodvisnost - ortogonalnost posameznih kompleksnih ek-
sponentnih nizov. To doseZemo s standardnim postopkom in sicer po mnoZenju izraza (6.118)

z eI N in po sumiranju od 0 do N — 1 dobimo

Z xp(n) - e IH T = Z ¥ X, (k) - e % (h=r)m, (6.119)
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Signal x(n) Spekter X(o)
A
1
1
n >
3210 1 2 3 - T
x(n)=95(n) X(w)=1
4
A lnl<L sin(L +1/2)®
xmy={ 1] X(@)= 430U
0,|n|>L sin(w /2)
o AX(o)
/Y
(3K T“ “T (3K » »
i g g N -1 -, 0 ®, >
E L Jel<o
x(n)=4 . T s o [<
X()=
M,n<0 @) {0, o, Jo|<n
N
a',n>0
0,n<0 l-ae™

Tabela 6.2: Fourierovi transformi nekaterih karakteristi¢nih diskretnih ¢asovno aperiodi¢nih
signalov
Po zamenjavi znakov sumiranja dobimo

N—1

\ N-1 1 N-1
D ap(n) e THT =R T X (k) [N 2 'e”'“”"”] - (6.120)
k=0

n=

Ta izraz se poenostavi v primerih sovpadanja signala s fazorjem e/~ ™, ko je:
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H Lastnosti Casovni prostor Frekvenéni prostor H
Niz x(n) X (w
1(n) X (w)
T(n) Xo(w)
Linearnost a1x1(n) 4+ agxa(n) a1 X1 (w) + aeXs(w)
Casovni pomik z(n — k) e IR X (W)
Casovna obrnljivost x(—n) X(—w)
Konvolucija x1(n) * xo(n) Xi(w)Xa(w)
Korelacija Tayas (1) = x1(1) * 22(—1) Ry (w) = X1 (w)Xa(w)
=X (—w) X3 ()
Ce je xo(n) realni
Wiener-Khintchine teorem Tz (1) Sea(w)
Frekvenc¢ni pomik el (n) X(w — wp)

Modulacijski teorem

MnoZenje dveh nizov z1(n)xa(n)
Odvajanje v frekv. prostoru nx(n)
Konjugacija z*(n)

Parsevalov teorem

™ X1 (N Xa(w — N)dX
i
X*(—w)
z3(n) = 3 [T X1 (@)X (w)dw

Tabela 6.3: Lastnosti diskretne Fourierove transformacije

1N1
- Q%N(k'r)n
Nt

0

0 drugace

Zgornji izraz se tako poenostavi:

1 za kr = mn, m,r sta celi stevili

(6.121)

Ker smo zaradi sploSnosti in periodi¢nosti vpeljali konstanto r smemo koeficiente X, (k) (v

enacbi 6.118) Fourierove vrste izracunati iz x,(n) z uporabo izraza:
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N-1
X,(k) =Y wy(n) - eI A (6.122)
n=0

Niz koeficientov Fourierove vrste X, (k) je torej periodic¢en s periodo N.

Torej so ti koeficienti doloceni za kon¢no vrsto po enacbi (6.122) za k = 0 do N —1, izven pa
je njihova vrednost 0. Iz vsega tega vidimo dualnost med ¢asovnim in frekvenénim prostorom
pri predstavitvi Fourierove vrste periodi¢nega niza.

Enac¢bi (6.118) in (6.122) sta torej par in jima pravimo para Diskretne Fourierove Vrste
(DFV) periodi¢nega niza.

Obicajno zaradi enostavnosti oznac¢imo kompleksni eksponent z N elementi kar z:

Wy = e /% (6.123)
Tako lahko DFS para poenostavljeno zapisemo kot

N-1 N-1

Xp(k) =y aln) - (W)™ = 3~ wln) - WA (6.124)
n=0 n=0
in signalni niz
1 N-1
z,(n) = v X, (k) - Wyt (6.125)
k=0

Primer:

Vzemimo primer periodi¢nega niza x,(n), s slike 6.9, kjer indeks p pomeni periodi¢en niz, za
periodo N = 10.

x,(n)

—p 7]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Slika 6.9: Periodic¢en diskretni niz z N = 10

Vzemimo izraz za analizo niza X, (k) (6.124)

4

4
X[k = Y Wi = Y e

n=0 n=0
Ce vzamemo enacbo za kon¢no geometrijsko vrsto in njeno konvergenco dobimo:

1— Wik iz sin(ZE)
= —— —=¢ —
1— Wk sm(%)

Xp(k)
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Periodi¢en niz X, (k) je predstavitev enakomerno porazdeljenih vzorcev Fourierove transforma-

cije ene periode niza x,(n) (slika 6.10). Torej vzemimo le eno periodo signalnega niza

zp(n) za0<n<N-—1
z(n) =
0 drugace

e’® ravnina

2r

N
Re

Slika 6.10: Toc¢ke na enotinem krogu, v katerih jemljemo vzorce X, (k) kazejo na periodi¢nost
niza (N = 8)

kar prikazuje slika 6.11

x,(n)
LSULTH‘)UTI 11,

3

x(n)

Slika 6.11: Periodi¢ni niz x,(n) s periodo 5 oziroma primer aperiodi¢nega niza x(n)

Kjer je z(n) = z,(n) za 0 <n < N — 1 in z(n) = 0 za ostale n, je iz predhodnega poglavja
FT diskretnega signala

2
I
P

X(e*) = x(n)-e 7" = zp(n) - e " (6.126)

3
Il
=)
3
Il
=)
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in ¢e ta izraz primerjamo z izrazom za X (k) vidimo, da je

Xp(k) = X () 2z 4 (6.127)

w

To pa pomeni vzoréenje (slika 6.12) funkcije Fourierove transformacije po N enakomernih po-
razdeljenih korakih Aw = %’r in sicer od w = 0 do w = 2.

Po analogiji smo torej periodi¢en niz zamenjali s kon¢nim nizom in takoj prisli do Fourierove
transformacije konénega niza x(n), katerega vrednost je razlicna od ni¢ leza 0 <n < N+1. Pri
tem smo predpostavili, da lahko vsak kon¢ni niz dolzine N predstavimo z ustreznim periodi¢nim

nizom x,(n)
+o00

rp(n)= > x(n+r-N) (6.128)
zp(n) = x(n/modulu N) (6.129)

Torej smemo prevzeti oba para DFT periodi¢nega niza tudi za koncen niz dolzine N

X(k)y=>_ ax(n) - Wx" (6.130)
1 N-1

a(n) ==Y X(k)- Wy (6.131)
N k=0

kjer je Wy = eI,

6.6 Lastnosti Diskretne Fourierove Transformacije

Pri diskretni Fourierovi transformaciji smo ugotovili doloc¢ene sli¢nosti s koeficienti Fourierove
vrste diskretnega periodi¢nega signala.
Ugotovili smo, da imamo opraviti z IV elementi tako v ¢asovnem kot v frekven¢nem prostoru.
Pri izra¢unu ali rekonstrukciji signalnega niza, smo tega rekonstruirali z N enako porazdeljenih
21

frekvenénih tock na kroZnici z radijem r = 1 in s korakom Aw = 5.

Tako smo dobili para enacb za DFT nad konénim nizom z(n)

Xk)=>» z(n)- W zak=0,...,N—1 (6.132)

—_

z(n) = X(k)- Wy zan=0,...,N -1 (6.133)
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kjer je Wy = eI,
Najprej ponovimo nekaj ze znanih lastnosti kot so lastnost periodi¢nosti, linearnosti, itd.

in sicer za nov primer z nizom N vzorcev.

1) Lastnost periodi¢nosti

Ce sta z(n) in X (k) DFT para dolzine N, tedaj je
z(n+ N)=uxz(n) zavsen (6.134)

X(k+N)=X(k) zavsek (6.135)

Lastnost periodi¢nosti sledi iz ena¢b (6.130) in (6.131) za DFT in IDFT.

2) Lastnost linearnosti

Vzemimo dva signalna niza z;(n) in z5(n) dolzine N. Ce oba niza, ki jima pripada ustrezna
DFT utezeno sestejemo, dobimo signalni niz. Tudi temu pripada DFT, ki je enak vsoti enakih
uteznih DF'T transformov obeh signalov tako da veljajo relacije:

Ce obstaja

1 (n) DT”; X; (k)

in
2o (n) !%Ti X, (k)

tedaj za poljubni realni ali kompleksni vrednosti a; in as velja relacija

alxl(n) + (IQZL'Q(TL) % ale(k) + CLQXQ(I{?)

3) Lastnost Krozne simetrije konénega niza

Kot Ze vemo, N toc¢kovna DFT transformacija kon¢énega niza x(n), dolzine L < N je ekviva-
lentna N tockovni DFT transformaciji periodi¢nega niza x,(n) s periodo N. Tega dobimo s
periodi¢no razsiritvijo signala z(n)

“+00

xp(n) = Z z(n—1-N)

l=—0
Pomaknimo periodi¢ni niz z,(n) za k mest desno in dobimo nov premaknjeni periodi¢ni niz

—+00

z,(n) = xp(n — k) = Z r(n—k—1-N)

l=—o00
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Torej je kon¢ni niz

z'(n) za0<n<N-1

P’(n)=4" ) -
0 drugace

povezan z originalnim nizom x(n) tako, kot da bi izvedli krozni pomik. Primer je prikazan na
sliki 6.13.

x(n)

1]

Slika 6.12:

premik za k = 2

\ 4

Slika 6.13: Krozni pomik konc¢nega niza

Krozni pomik imenujemo zato, ker se sistem obnasa zaradi svoje narave kot bi ga pomikali

po krogu s slike 6.14.
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A A
x(1) x'(1)
2 4
v \
@f ) C@f x|\
x(0)" x'(0)
4 2
x(3) x'(3)
pred pomikom po pomiku

Slika 6.14: Predstavitev kroznega pomika niza x(n)

Vsak krozni pomik lahko predstavimo z indeksom po modulu N. Torej zapiSimo
z'(n) = z(n — k)|jmodulu N = (z(n —k))y

V primeru, ko je £k =2 in N = 4 imamo

oziroma

Glede na porazdelitev N-tih totk po krogu lahko govorimo o sodi ali o lihi simetriji. Ce
lastnosti Se enkrat ponovimo, je N tockovni niz sod, ¢e je simetri¢en okoli tocke ni¢ na krogu.
To pa pomeni, da je

z(n—N)==z(n) zal<n<N-1
N tockovni niz je lahko liho simetricen, ce velja:

z(n—N)=—-z(n) zal<n<N-1

Casovna obrnljivost N toc¢kovnega niza se dobi z obrnitvijo (preslikavo) vzorcev niza okoli nicle

na krogu. Tako je niz x((—n))y enostavno dolo¢en kot
z((n))n =x(n—N) za0<n<N-1

To pa pomeni isto, kot ¢e bi risali elemente niza x(n) v smeri urinega kazalca.
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Tako lahko govorimo o sodih in lihih nizih, ki jih povezemo s periodi¢nim nizom:
sod:  x,(n) = xy(—n) = z,(N —n)
lih: z,(n) = —x,(—n) = —z,(N —n)

Ce je periodicni niz kompleksen, tedaj imamo slede¢ primer:

konjugirano sod niz:  x,(n) = 2, (N —n)

konjugirano lih niz:  x,(n) = —2,(N —n)
Torej lahko vsak niz ,(n) razstavimo na

p(n) = 2p soai(n) + Lp1ni(n)

in tako

Tp sodi(N) = [xp(n) + (N — n)]

[#p(n) — 2, (N —n)]

Tp lihi(n) =

4) Simetri¢ne lastnosti DFT

Simetri¢ne lastnosti DFT lahko analiziramo po isti postopkih, kot smo jih pri Fourierovi trans-
formaciji.
Vzemimo, da sta oba niza z(n) in njegova DFT X (k) dolzine N in kompleksna. Oba niza
zapisemo v obliki:
z(n) =xg(n) +jrr(n) zad0<n<N-1
X(k)=Xgr(k)+jX1(k) za0<n<N-1

Ce vstavimo gornja izraza v izraza, ki dolo¢ata DF'T par dobimo za DFT:

«— 21kn 2rkn
Xr(k) = ; {xR(n) cos — + z7(n) sin I } (6.136)
N-1
2k 2rk
Xi(k)=— nz; [mR(n) sin 7;Vn — x7(n) cos 7;\[”] (6.137)
in za IDFT: Nt
1 « 2rk 21k
rr(n) = I [XR(k) cos 1 X (k)sin 7;\[”] (6.138)
k=0
1= 2rkn 21kn
xr(n) = N kz_; [XR(k) sin I + X (k) cos N ] (6.139)

Prav tako bi lahko Se omenili probleme simetrije okoli niza realnih ali niza imaginarnih
vrednosti. Pri tem bi lahko govorili o Ze znanem problemu niza realnih a sodih in niza realnih

in lihih vrednosti, a smo te probleme obravnavali v predhodnem poglavju.



106 6. Diskretna Fourierova transformacija

5) Krozna konvolucija in mnozenje dveh DFT nizov

Vzemimo zopet dva kon¢na niza x1(n) in x9(n) dolzine N. Njuna DFT transforma sta:

X1(1€)=Zx1(n)-e_j27\lfm_]v zavse k=0,1,...,N —1
n=0

- 2mkn -N

Xo(k) = xo(n)-e 77N zavse k=0,1,...,N —1

Ce pomnozimo dva DFT niza, dobimo nov DFT niz X;5(k) dolzine N.
Xg(k’):Xl(k)XQ(k’) zZa VSG]{?:O,]_,...,N—l

IDFT tega niza pa je:

N—
1 27rk7n 1 - 2mkm
x3(m) = ¥ E Xs(k)-e =N kg k)-e"~ (6.140)

||
==
2
>—A
| — |
1 [M7
L
8
=
(‘b
<
(V]
2z
3
| — |

N-1
- 21kl - 2mkm
> aa(l)-e N ] eIV = (6.141)

k=0 Ln=0 =0
| Nl N-1 Nl )
¥ 2 i) aszml S ]
=0 1=0 k=0
Vsota v oklepaju ima obliko
P . za a =
a” = (6.142)
1—a®
k=0 T zaa#1

2w (m—n—1)

kier jea =¢/~ N
Ce je a = 1, pomeni, da je m — n — [ mnogokratnik N, hkrati pa velja, da je a®¥ =1 za

kakrsno koli vrednost a # 0. Izraz (6.142) se torej skréi v

N-1
o zal=m—n+pN = ((m—n))y
k=0 0 drugace
Ce vnesemo predhodni izraz v enacbo (6.141) dobimo izraz
N-1
x3(m) = z1(n) - x2((m —n))N (6.143)

B
Il

0
Izraz se imenuje krozna konvolucija zaradi izraza ((m —n))y.
Krozno konvolucijo lahko izracunamo v stirih korakih, prav tako kot smo izrac¢unali linearno

konvolucijo. Koraki so:
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1. ¢asovni preklop ali preslikava
2. pomik preslikanega niza
3. mnozenje dveh nizov

4. sestevanje produktov v kon¢no vsoto koraka

Za krozno konvolucijo lahko zakljuc¢imo, da veljajo naslednje lasnosti, ¢e velja

DFT

z1(n) «— X1(k)

$2(7”L) — Xg(k’)

potem je

z1(n) - N - zo(n) %%C X1 (k) - Xo(k)

kjer - N- predstavlja znak za krozno konvolucijo po modulu N.
6) Casovna obrnljivost niza
Ce velja

potem je

#((=n)y = 2(N = n) &5 X((=k))y = X(N ~ k)

Torej pomeni obrnjenost v ¢asu niza z N elementi ekvivalentna obrnjenost DFT vrednosti.

7) Krozno ¢asovni pomik niza

Ce je
x(n) &5 X (k)
potem velja
DFT 2mhl

v((n=0)n == X(k) - ex

8) Krozno frekvenéni pomik niza

Ce je
z(n) DTF@ X (k)

potem velja

2(n) - &% S5 X((k =)

o . . . . . 2mkn . - .
MnozZenje niza z(n) s kompleksnim eksponentnim nizom e’ "~ je ekvivalentno kroznemu pomiku
DFT transforma za [ enot v frekvenénem prostoru.

To predstavlja dualnost k lastnosti krozno ¢asovnega pomika.
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9) Kompleksna konjugiranost

Ce je

potem tudi velja, da je

10) Krozna korelacija

V splosnem velja za kompleksna niza x(n) in y(n), katerih DFT para sta

DFT
w(n) <= X (k)
DFT
y(n) == Y(k)
da je njuna korelacija
DFT \—
Tay(l) = Q=) -y*((n = D)
n=0

11) MnozZenje dveh nizov

Ce mnoZimo niza x1(n) in z3(n) in njuna para DFT

1 (n) %%i X (k)

5(n) %%i X (k)

potem je par produkta obeh nizov krozna konvolucija nizov v frekven¢nem prostoru

prr 1

z1(n) - 22(n) <> S Xi(k)) - N - Xo(k)

12) Parsevalov teorem

Za kompleksne vrednosti nizov z(n) in y(n), velja, ¢e obstajata para

DFT

y(n) &5 Y (k)
da je
z(n) - y(n) = % > X(k)-Y*(k) (6.144)
n=0 k=0

V posebnem primeru, ko je y(n) = x(n) se izraz (6.144) poenostavi v
N-1

() = = 31X (b))

n=0
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6.7 Metode racunanja diskretne Fourierove transformacije

Diskretna Fourierova transformacija DFT igra pomembno vlogo pri analizi in sintezi sistemov
za obdelavo ¢asovno diskretnih signalov. Zelo pomembno je tudi dejstvo, da obstajajo tudi

ucinkoviti algoritmi racunanja DFT transforma, kar omogoc¢a njegova uporabnost v realnih

aplikacijah.
Racunanje DFT v N tockah je ekvivalentno ra¢unanju Fourierove transformacije v. N
enakomerno porazdeljenih frekvenc¢nih tockah w; = % kompleksne ravnine imenovane Z.

Metode hitrega racunanja DF'T se v literaturi imenujejo algoritmi hitre Fourierove trans-
formacije (FFT - Fast Fourier Transform).

Po klasi¢nih postopkih ra¢unanja DFT moramo za signalni niz dolZine N opraviti N2
mnozenj in N(N — 1) seStevanj kompleksnih stevil.

Algoritmi, ki omogoc¢ajo hitro ra¢unanje DF'T, izkoris¢ajo lastnosti DFT, kot sta na primer

periodi¢nost in simetri¢nost koeficientov.

6.7.1 Hitro racunanje DFT

Kot smo omenili, je DFT kon¢nega niza dolzine N dolocen z

Ja
o>
I
&

(n) - Wy zak=0,1,...,N—1 (6.145)

z(n) = X(k)-Wyk zan=0,1,...,N —1 (6.146)

Vidimo, da sta si enacbi zelo podobni. Razlikujeta se dejansko le v znaku eksponenta Wy in
skalirnega faktorja . Pri tem ne smemo pozabiti na kompleksnost obeh nizov z(n) in X (k).
Vecina postopkov, ki skusajo izboljSati ucinkovitost racunanja DFT, izkorisc¢a lastnosti

simetrije in periodi¢nosti koeficientov W™, posebej pa:
o WHN=H ok — (WE)™ - simetrija
o Whn = W]]f,(nJrN) = W](f N periodi¢nost

Potrebe po hitrem racunanju, kjer izkoris¢amo lastnosti simetri¢nosti in periodi¢nosti, so bile
prisotne pred danasnjo racunalnisko tehnologijo. Runge in Lanczos sta racunsko zahtevnost
algoritma spravila z N? na Nlog N operacij. Najve¢jo pohitritev pa sta leta 1965 napravila
Coaley in Tukey, kjer sta objavila algoritem za izracun DFT, ki je bistveno pospesil uporabo

DFT v teoriji signalov. Celoten algoritem se imenuje FFT (Fast Fourier Transform).
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FFT algoritmi so zasnovani na osnovnem principu razstavljanja postopka racunanja DFT na
nize dolzine N v zaporedne in manjSe diskretne Fourierove transforme. Nacin, kako izpeljemo

to zaporednost ra¢unanja vodi v niz algoritmov. V bistvu lo¢imo dva tipa algoritmov:

e prvi se imenuje porazdeljevanje ali decimacija po Casu, saj niz x(n) razstavimo v za-

poredno manjse nize

e drugi se imenuje decimacija po frekvenci, saj predstavlja razred algoritmov, kjer nize
koeficientov diskretnih Fourierovih transformov X (k) razstavimo v zaporedno manjse

nize

6.7.2 Goertzlov algoritem

Kot osnovni in zelo znani algoritem je bil dolgo ¢asa Goertzlov algoritem izracuna DFT. Ta

izhaja iz same enacbe za izracun DF'T in sicer iz:
X(k)=)Y z(n)- W (6.147)

Pri tem je Goertzl poizkusal izkoristiti lastnosti periodi¢nosti niza W . Tako je uporabil izraz,

ki je rezultat omenjene periodi¢nosti

_ P 2m ;
WNkN — ej 5 kN _ 6327rk -1

Pomnozimo desno stran izraza (6.147) z ngkN , pri ¢emer njegove vrednosti ne spremenimo:

N-1 N-1
X (k) = Wy Z z(n) - Wk = Z x(n) - W&k(N_n)
n=0 n=0

Vidimo, da imamo opravka z nizom vhodnih vzorcev katere lahko razporedimo v vrsto:

X(k) = z(0) - Wi +2(1) - WY 4o pa(N—1) - Wk =
(o ((@(0) - WP +a(1))WR* +2(2) Wik +---)
y(0)

(. J/

y‘(E)

y(2)
Ta izraz, ki predstavlja vrsto, kjer sta xz(n) in W]\’,k kompleksna, je mozno iterativno izrac¢unati
kot odziv yg(n) vezja s slike 6.15 na vhodni niz z(n).

Vse vrednosti yx(1), yx(2),...,yx(N — 1) moramo predhodno izra¢unati, nakar Sele izracu-

namo odziv Y, (N) = X (k). Zaradi iterativnega racunanja je ta metoda slaba in manj u¢inkovita,



6.7. Metode rac¢unanja diskretne Fourierove transformacije 111

x(n) ykf”) = {((k) v

A ”

7! | zakasnitev

Slika 6.15: Osnovni Goertzlov algoritem

kot pa je ucinkovita direktna metoda. Prednost te metode je v tem, da smo se izognili direkt-
nemu rac¢unanju koeficientov WA", saj se ti ra¢unajo rekurzivno.

Ce uporabimo prenosno funkcijo sistema s slike 6.16 in ¢e pomnozimo Stevec in imenovalec
z istim faktorjem lahko zmanjsamo stevilo mnozenj za faktor 2.

Vzemimo zato funkcijo s slike 6.16

1

M) = T

in jo pomnozimo in delimo z:
Wk . -1
1 - N  Z

Tako dobimo

1—Wk. 27t 1—-Wwk

Hy(z) = =
k(2) (1=Wk-z)(1-Wy" 271)  1—2cos %k . z-1 4 272

Prenosna funkcija je realizirana z vezjem s slike 6.16.

x(n) )

O
6)

Zcos@
N

)

Slika 6.16: Vezje drugega reda za izracun Goertzlovega algoritma

V primeru, ko imamo kompleksni vhodni signal, moramo za eno komponento DFT trans-
forma pri direktni metodi izracunati 4N realnih mnozenj, pri rekurzivni metodi 1. reda 4N

realnih mnozenj s konstantnim koeficientom in pri metodi 2. reda le 2N + 4 realnih mnozen)].
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6.7.3 DFT in decimacija po ¢asu

Pri racunanju DF'T pridemo do bistvenega poboljSanja ¢asa racunanja, ¢e ra¢unanje razbijemo
na niz manjsih DFT rac¢unanj.
V tem primeru izkoristimo simetri¢nost in periodi¢nost kompleksnega exsponenta WE" =
oI % kn
Algoritem, kjer skusamo razstaviti niz x(n) na manjSe nize, se imenuje decimacija po ¢asu.
Dekompozicija po ¢asu je uc¢inkovita, ¢e je Stevilo vzorcev niza N potenca Stevila 2, N = 2™,
Ker je 2 sodo stevilo, lahko v postopku X (k) predpostavimo delitev na % tock, torej na lihe
in sode elemente niza z(n).

Transform DFT

N-1
Xk)=>» zn)-W¥ k=0,1,...,N -1 (6.148)
n=0
tvorimo za vsak niz posebej
=Y a(n) W+ x(n) - Wik (6.149)
n=sod n=lih

Nadomestimo sedaj sode in lihe spremenljivke tako, da dolo¢imo nove spremenljivke in sicer

n=2r zasodenin

n=2r+1 zalihen

Pri tem moramo paziti na mejo sumiranja

N/2—-1 N/2—-1
X(k) _ Z ( 2rk Z 27’—1—1 (2r+1)k _
r=0
N/2-1 N/2 1
S wer)- (WA + W Z (2r+1)- (W2)™ (6.150)
r=0
_ i -i&5 _
Kjer je W% =e =e N2 = Wnys.
Torej je
N/2-1 N/2-1
X(ky= Y w@r) Wil + Wy Y a2 +1)- Wi, = G(k) + W H (k) (6.151)
r=0 r=0

Vsak izraz v (6.151) predstavlja N/2 DFT. Prva vsota predstavlja N/2 DFT transform
sodih elementov niza x(n), druga vsota pa predstavlja N/2 DFT transform lihih elementov
originalnega niza x(n).

Ko tako izracunamo dva N/2 DFT transforma, lahko s postopkom nadaljujemo.
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G[0]
x[0] >— X[0

x[2]e>—,
— -toCkovna

x[4]e>—{" DFT

x[6] «>—

x[1] »—

x[3]e>—,
— -toCkovna

x[5]e>—{  DFT

x[7] «>—

Slika 6.17: Decimacija po ¢asu z N = 8 in z razstavitvijo v dve N/2 enoti

X(0)=G(0) +WEH(0)X(1) = G(1) + WEH(1)X(2) = G(2) + WEH(2) (6.152)

Na sliki 6.17 smo z G(k) oznacili 4 tocke DFT transforma sodih elementov originalnega niza
in s H(k) pa smo oznacili 4 tocke DFT transforma lihih elementov originalnega niza. Izhod
X (0) dobimo z mnoZenjem H(0) z W, temu pa pristejemo G(0). X (1) dobimo z mnoZenjem
H(1) z W}, temu produktu pa 8e pristejemo G(1), Ta postopek ponavljamo vse dokler ne
dobimo dvotockovnega DFT.

V originalnem algoritmu smo potrebovali N? mnoZenj, tu pa smo &tevilo kompleksnih
mnoZenj zmanjsali na N + N?/2 kompleksnih mnoZenj.

S postopkom dekompozicije lahko nadaljujemo tako, da vsak blok N/2 DFT transforma
razbijemo na dva N/4 bloka DFT. Tako lahko G(k) v enac¢bi (6.151) razstavimo zopet na sode

in lihe elemente vhodnega niza g(r).

N/2-1 N/4-1 N/4—1
USRS SRS SRR
r=0
NJ4-1 N/4-1
Z g(2) - Wi + Wiy Z g2l +1) - W,
=0 =0

Enako lahko storimo s H(k), ki ga predstavimo kot:

N/4-1 N/4—1
H(k)y= > h(2)- W, + Wk, > h@l+1)-Wg

=0 =0
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0T+ N _tockovna a1l
x[4]e>»—  DFT G[1]
2] N _togkovna cl2]
x[6] «>— DFT G[3]

Slika 6.18: Razstavitev po ¢asu N/2 DFT transforma na dva N/4 DFT transforma

Sedaj transform DFT dimenzije N/2 s slike 6.17 nadomestimo s transformoma DFT dimenzije
N/4, kot je prikazano na sliki 6.18.

Postopek razstavljanja nadaljujemo vse dokler ne pridemo do bloka dvo tockovnega DFT
transforma s slike 6.19, ki ga vstavimo namesto predzadnjega bloka, v nasem primeru v sliki
6.22.

x[0]

x[4]

Slika 6.19: Dvotockovni DFT

Za na$ primer 8 tockovnega DFT transforma smo po 2 korakih prisli do rezultatov s slike
6.20, kjer smo na mesto N/2 DFT vstavili blok z dvema N/4 DFT transformoma.
Ko smo v bloku N/4 DFT vstavili Se bloke z 2 to¢kovnim DFT transformom, smo dobili

celovito resitev decimacije po ¢asu.

6.7.4 DFT in decimacija po frekvenci

Podobno kot smo izvedli decimacijo po ¢asu, lahko tudi izvedemo decimacijo po frekvenci. Pri
tem delimo izhodni niz X (k) v vedno in vedno manjse podnize in sicer na podoben nacin,
kot smo to storili v predhodnem poglavju. Temu postopku pravimo algoritem decimacije po
frekvenci.

Zopet se omejimo na niz N, katerega velikost je N = 2™. Pri tem ra¢unamo posebej izhodne
nize frekvenc s sodim indeksom in posebej z lihim indeksom. Celoten X (k) razstavimo na dva
enaka dela z indeksi od 0 do N/2 —1 in od N/2 do N — 1. Pri tem je:

N-1
X(k):Zx(n)Wﬁ,k zak=0,1,...,N—1

n=0
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x[0] e>—
- to¢kovna

x[4]e>—" DFT

~=

x[2] e>—
- toCkovna

x[6]=>—{  DFT

N

x[1] &»—
- toCkovna

x[5]e>—{ DFT

~=

x[3] =>—

&=

- to¢kovna
x[7] -—p» DFT

Slika 6.21: Potek postopka decimacije po ¢asu za 8 tockovno rac¢unanje DFT transformacije

Za sode komponente transforma X (k) velja pri k = 2r zapis:

N-1
X(2r) =) a(n) - Wy zar=0,1,...,N/2—1
n=0
oziroma
N/2—-1 N-1
X(2r) = Z x(n) - W + Z z(n) - W' =
n=0 n=N/2
N/2-1 N/2-1

X@2r)= Y a(n) - WE+ > a(n+ N/2) W
n=0
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Ker je zaradi periodi¢nosti
2r(n+N/2) 2rn rN __ 2rn
Wi =Wy"-Wy' =Wy

in ker je W3 = Wiz, je

N/2—1 N/2-1
X@2r)= " a(n)- Wi, + Z (n+ N/2) - Wi, =
N/2—-1
X(@2r)= > (z(n)+ax(n+ N/2)) - Wi, zar=01,... N/2-1 (6.153)

n=0
Enacba (6.153) predstavlja N/2 DFT transform izhodnega niza, kjer sestevamo elemente vhod-
nega niza najprej po prvi polovici, nato pa Se po drugi polovici tega vhodnega niza.

Vzemimo Se liho oSteviléene tocke v frekvenénem nizu:

=

X2r+1)=Y a() - Wi zar=01,... ,N/2-1 (6.154)
n=0
Ce preuredimo enacbo (6.154)
N/2-1
X@r+1)= 3" a(n) Wit 4 Z @+l (6.155)
n=0 n=N/2

in namesto druge vsote piSemo

N-1 N/2—-1
> aln) - WP = 37 wln 4 N/2) WA =
n=N/2 n=0
(6.156)
dobimo:
N/2-1 N/2-1
W]]VV/Q-(QT-"-I) . Z (n+N/2) n(2’r+1) . Z (n+N/2) n(27‘+1) (6157)
n=0 n=0
kjer smo upostevali, da je W](\,N/ D2 ip W](VN/ 2 = —1. Ce ta rezultat druge vsote v

enacbi (6.157) vstavimo v enac¢bo (6.154) dobimo

N/2—1

X@2r+1)= Y (a(n) — z(n+ N/2)) - W+

n=0
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kjer je W = Wyya je

N/2—1

X(@2r+1)= > {z(n)—z(n+N/2)} - Wh-W), zar=01,...,N2-1 (6.158)

Lihe komponente v frekvenc¢nem prostoru torej dobimo z odstevanjem druge polovice vhodnega
niza od prve polovice vhodnega niza, pri ¢emer rezultat odstevanja pomnozimo z W.

Tako dobimo na osnovi enacb (6.153) in (6.158) grupi:

g(n) =z(n) +z(n+ N/2)
h(n) = xz(n) — x(n + N/2)

DFT lahko izratunamo najprej z racunanjem nizov g(n) in h(n), nakar izvedemo mnozenje

h(n) - W% ter nazadnje racunanje N/2 DFT transforma, kar je razvidno s slike 6.22.

x[0] L > X[0]
A N _totkovna A4
x[2] DFT | » 4 X[2]
x[3] > X[6]
x[4] —>—X[1]
x[5] > X[5]

N,
— -to¢kovna
DFT | »—e X[3]

—>—e X[7]

Slika 6.22: Postopek racunanja DFT z decimacijo po frekvenci po enem koraku za N = 8

Ce nadaljujemo tako, kot smo pri postopku decimacije po ¢asu, vidimo, da moramo preiti
v ra¢unanje N/2 tockovne DFT transformacije z uporabo decimacije po frekvenci. Tako zopet
razdelimo tocke N/2 niza X (k) v sode in lihe tocke. Postopek vodi v enak rezultat, le da je
N/2 DFT blok nadomes¢en z uteznimi meSalnimi povezavami in z dvema N/4 DFT blokoma.

Racunanje DF'T transforma je bilo skréeno na dvotoc¢kovni DFT transform s slike 6.22.

Tako se je DFT postopek z N/4 to¢kami v naSem primeru koncal po analogiji z dvo
tockovnim DFT transformom, kar je razvidno na sliki 6.23.

Ce si ogledamo zahtevnost ra¢unanja opazimo, da v primeru dolzine niza N = 2™ je za-
htevnost racunanja prikazana na sliki 6.25, kaze v N/2 - log, N kompleksnih mnozZenjih in v

N -log, N kompleksnih seStevanjih.
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—>—e X[0]

N ,
— -to¢kovna
DFT —>— X[4]

[ >« X[2]

N «
~ -to¢kovna
DFT |5 o X[6]

N —>—X[1]
=~ -to¢kovna

DFT |5 4 X[5]

[ > X[3]

N , o
=~ -to¢kovna
DFT —>— X[7]

Slika 6.23: Postopek decimacije po frekvenci 8 tockovnega niza v §tiri 2 tockovne DFT trans-

formacije

X, ,lp] X,[p]

X,.lq] X, l4q]

Slika 6.24: Postopek racunanja 2 tockovnega DFT, ki ga potrebujemo v zadnjem koraku

x[0]

Slika 6.25: Celovit postopek ra¢unanja DFT transforma z decimacijo po frekvenci za N = 8
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6.7.5 Hitro racunanje odziva linearnih sit z uporabo DFT metode

Iz dosedanje snovi smo lahko spoznali, da je odziv sistema na vhodni signal kar konvolucija
med prenosno funkcijo ¢asovnega neodvisnega linearnega sistema in vhodno funkcijo - vhodnim
signalom. Ena izmed lastnosti DF'T transforma pa je tudi, da je produkt dveh DFT transformov
enak krozni konvoluciji med prenosno funkcijo in vhodnim nizom.

Ker je linearno filtriranje postopek DFT nad blokom ali ve¢ bloki podatkov, saj imamo
omejene kapacitete pomnilnika, moramo najti tak postopek DFT, ki bo omogocal blokovno
obdelavo signalnega niza v frekvenénem prostoru.

Pri tem se moramo Se zavedati, da krozna konvolucija ni uporabna za dolocitev odziva
linearnega sita na vhodni signal. V frekvenénem prostoru moramo uporabiti postopek, ki je
ekvivalenten linearni konvoluciji.

Vzemimo zato kon¢en vhodni niz dolzine L v filter reda (dolzine) M. Pri tem predpostavimo,
da imamo kavzalni niz:

zx(n)=0 zan<0inn>1L
ter da je sistem v stanju
h(n)=0 zan<O0inn>M
kjer je h(n) impulzni odziv sita FIR. Izhod iz sita je v ¢asovnem prostoru izrazen kot

M—

y(n) =Y h(k)-z(n—k)

k=0

—_

Dolzina konvolucijskega niza je koné¢na in je L+ M — 1. V frekvencnem prostoru je odziv enak:

Ce enolicno predstavimo niz y(n) v frekvenénem prostoru z vzorci spektra Y (w), ki so dejan-
sko vzorci pri dolo¢enih diskretnih frekvencah, potem mora biti dolzina niza, oziroma Stevilo
komponent pri razli¢nih frekvencah, enako L + M — 1.

Torej je dolzina DFT N > L + M — 1, ¢e predpostavimo odziv {y(n)} v frekven¢nem
prostoru.

Torej je

Y(K) =Y (@)lpezey k=0,1,...,N—1

Y(k) = X(@) H@)|y—2e 0 k=0,1,... . N~1

w=

kjer sta niza {X(k)} in {H(k)} N tockovna DFT transforma, ki pripadata nizoma {z(n)} in

{y(n)}-
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Ker sta oba niza {h(n)} in {z(n)} krajsa od N, ju obi¢ajno dopolnimo z ni¢lami do dolzine
N. To dejansko poveca velikost niza, samo polnjenje z niclami pa ne vpliva na njune spektre
X(w) in H(w), ki pa sta zvezna, ¢e sta niza periodi¢na.

Z vzorcenjem njunih spektrov v NV enakomerno porazdeljenih tockah, dejansko izrac¢unavamo
N tockovno DFT, pri ¢emer smo povecali stevilo vzorcev, ki predstavljajo te nize.

Kerz N = L+ M —1 vzorci DFT transformacije enostavno predstavimo y(n) v frekvenénem
prostoru, sledi da mnozenje transformov X (k) in H(k), ki mu sledi inverzna DFT transformacija
daje pravi niz {y(n)} v ¢asovnem prostoru.

To pa pomeni, da N toc¢kovna krozna konvolucija med x(n) in h(n) je ekvivalentna linearni
konvoluciji nizov z(n) in h(n).

Torej lahko re¢emo, da s pove¢anjem dolzine obeh nizov z(n) in h(n) na N tock z samimi
niclami in z uporabo krozne konvolucije lahko dobimo isti rezultat, kot ¢e uporabimo linearno
konvolucijo med obema osnovnima nizoma x(n) in h(n).

Torej lahko DFT uporabimo v analizi odzivov sistemov, ¢e uporabimo metodo dopolnjevanja
dolzine obeh nizov z ni¢lami do dolzine N.

S tem, ko smo analizirali uporabnost DFT transforma v procesu filtriranja signalnih ni-
zov smo prisli do problema segmentacije signalnih nizov v bloke kon¢nih dolZzin in do vpliva
segmentacije na DFT oziroma tudi na IDFT transforma.

V literaturi lahko zasledimo dve osnovni metodi in sicer metodo s prekrivanjem in shranje-
vanjem, ter metodo s prekrivanjem in pristevanjem.

V obeh primerih privzamemo, da ima sito dolzine M in da je dolzina signalnega niza L

neprimerno vec¢ja od dolzine sita

L>M

Prekrivno shranjevalna metoda

Pri tej metodi predpostavimo, da je dolzina podatkovnega bloka N = L+ M +1 in da je dolzina
DFT in inverzne DFT enaka N.

Vsak podatkovni blok vsebuje M — 1 podatek predhodnega bloka ter L podatkov novega
bloka.

Tako je skupna dolzina podatkovnega niza N = L+ M —1. N tockovno DF'T transformacijo
racunamo za vsak podatkovni blok.

Impulzni odziv sita FIR povecamo za L —1 nicel, ki jih dodamo k osnovnemu odzivu dolzine
M.

Po izracunu N tockovne DFT razsirjenega odziva sita izvedemo mnozenje med N tockovn-

ima transformoma, torej med {H (k)} in {X,,(k)}, kjer indeks m pomeni m-ti blok signalnega
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niza {zx(n)}.

~

Yo (k) =H(k)  X,,(k) zak=0,1,...,N—1
Inverzna DFT transformacija pa daje slede¢i niz odziva bloka m:
Jm(n) = {9m(0), 9 (1), - -, Gin(M = 1), G (M), ..., §n(N — 1)}

Niz je dolzine N. Prvih M — 1 vzorcev niza y,,(n) je popacenih s podatki predhodnega, m — 1

bloka, zadnjih L tock pa predstavlja tocke linearne konvolucije:
Um(n) =ym(n) zan=M M+1,...,N—1

V zacetku procesa napolnimo prvih M — 1 tock bloka s samimi ni¢lami.

Tako imamo opraviti z bloki podatkov, ki imajo sledeco strukturo:

z1(n) =40,0,...,0,2(0),z(1),..., (L —1)}

M —1 nicel
wo(n) = {2(L — M +1),...,2(L — 1),2(L),...,x(2L — 1)}
M-1 podagiov iz z1(n) L novih‘godatkov

r3(n) ={z(2L - M +1),...,z(2L —1),2(2L),...,z(3L — 1)}

ki pa je tudi razvidna s slike 6.26.

vhodni | """ :I
signalx(n) L — 41— 1 1 1 ...

odziv A(n)

nicel @ xz(n) |
M-1
x;(n)
M-1
izhodni niz § y,(n)
M-1 ‘
nepotrebnih § V,(n)
podatkov M-1 ‘

N » |

M-1

Slika 6.26: Izracun - filtriranje signala s prekrivno shranjevalno metodo



122 6. Diskretna Fourierova transformacija

Prekrivno sestevalna metoda

Pri prekrivno sestevalni metodi je dolzina signalnega bloka L vzorcev, dolzina DFT in IDFT
transformacij pa je N = L+ M — 1.
V tem primeru vsakemu podatkovnemu bloku pripnemo vedno e M — 1 nicel, nakar izracu-

namo DFT. Struktura podatkovnega bloka je v prekrivno sestevalni metodi sledeca:

z1(n) = {z(0),z(1),...,z(L — 1), 0],\40_,1. ,1()}
zo(n) = {z(L),z(L+1),...,2(2L — 1), 0],\40_,1. ...V,IO}
z3(n) ={z(2L),x(2L+1)...,2(3L —1),0,0,...,0}

M —1 nicel

Na osnovi tako razsirjenih podatkov ra¢unamo N mestno DFT:
Yo(k)=H(k) Xn(k) zak=0,1,...,N—1

Z uporabo IDF'T dobimo bloke dolzine N = L+ M —1, v katerih ni prekrivanja zaradi povec¢anja
podatkovnega niza. Ker se je vsak podatkovni blok zakljucil z M — 1 ni¢lami, moramo zadnjih
M — 1 izhodnih podatkov predhodnega bloka pristeti k M — 1 izhodnim podatkom bloka, ki
mu sledi. Zato se ta metoda imenuje prekrivno sestevalna metoda.

Tako dobimo izhodni niz y(n):

y(n) ={y1(0),y1(1),...,y1 (L — 1), 51 (L) + y2(0), 1 (L + 1)+
+yo(1), - y1 (N = 1) + yo(M — 1), yo(M), yo(M +1),...}

Porazdelitev vhodnega podatkovnega niza na bloke in kasnejSe prirejanje izhodnega niza je
razvidna s slike 6.27.

Vidimo, da je ta metoda filtriranja uporabna z uporabo algoritma hitre Fourierove trans-
formacije FFT in IFFT. Tovrsten indirekten pristop preko frekven¢nega prostora je manj kom-
pleksen kot pa je pristop v Casovnem prostoru z uporabo linearne konvolucije, saj zahteva

neprimerno manj mnozenj in sestevanj, kot pa direkten pristop.

6.8 Oknjenje

V dosedanjih poglavjih smo se ukvarjali predvsem z vrstami signalov, ki so bile neskon¢ne, nikoli

pa se nismo vprasali o realnih nizih signalov. V realnem zivljenju imamo obi¢ajno opravka s
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L L L
x,(n) x,(n) x4(n)
[ o0 Y
‘ M-1 nicel

(1)

i

X;(1)

‘ M-1 nicel
L ) @
SN .00 N
seStevanje
Mk S
o N N
seStevanje
M+1 tock

Slika 6.27: Prikaz postopka rac¢unanja odziva sita FIR z uporabo prekrivno sestevalne metode

kon¢nimi nizi signalov, ali impulznih odzivov, kar pa dejansko pomeni mnozenje neskoncnega

niza h = {h(n)} z okenskim nizom wg. Tak koné¢ni niz je dolo¢en z izrazom:

B (6.159)
0 ceje|n| > N.

Torej je oknjeni odziv h,(n) podan kot
ho(n) = h(n)wr(n). (6.160)

kjer predstavlja wr(n) pravokotno okno. Splosneje lahko napisemo za poljubno okno {w(n)}

sledec¢ izraz:
hw(n) = h(n)w(n). (6.161)

Ce upostevamo transformacijo Z produkta dveh nizov

o0

Z{h,w} = Y [h(n)wg(n)]z", (6.162)

n=-—oo

dobimo prenosno funkeijo oknjenega (omejenega) niza

H(v 1
Hy,( 271% W(z/v)v dv, (6.163)

kjer je C' kontura skupnega podro&ja konvergence H(v) in W(z/v). Ce vzamemo, da je

v =T in da je z = /T, dobimo

2w
) T T ) )
H, (7T = ” / U H(ET YW (H-DTY g, (6.164)
0
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Primer:

Vzemimo pravokotno okno. Zanj velja zapis v frekvenénem prostoru

N

Wa(@T) = 3 ()
n=—N
(eijT o e—jw(2N+1)T)

1 — e 3T
sin(w(2N + 1)T/2)

B sin(wT/2). (6.165)

Iz primera vidimo, da ima frekvencni spekter pravokotnega okna velike stranske alternirajoce

boke. To pa vodi k Gibbsovem fenomenu, saj imamo opraviti z omejenim odzivom idealnega
nizkega sita, saj je v primeru H,, konvolucija idealnega odziva H in okna W. Obicajno si zelimo
minimalnen vpliv stranskih bokov in ¢im vecji vpliv osrednjega pasu spektra. Taksno funkcijo
dobimo z oknom

a+ (1 —a)cos(mn/N) ¢ejeln| <N

(6.166)
0 ¢e je |n| > N.

wy(nT) = {

Za a = 0.5 imenujemo to okno Hann-ovo okno in za a = 0.54 imenujemo to okno Hamming-

ovo okno. Spekter okna je podan z izrazom

sin(w(2N + 1)T/2)

Wa(e™) = sin(wT'/2)
(1—a) sin[w(2N +1)T/2) — (2N + 1)7/2N)]
LR sin[wT/2 — 7/2N]
(1—a) sinw(2N+1)T/2)+ (2N + 1)7/2N)]
* > sin[wT' /2 + w/2N]. (6.167)

Prvi ¢len enac¢be ima nic¢lo pri w = mw,/(2N + 1), drugi in tretji ¢len enac¢be pa imata niclo

pri

(m+ 2N + 1) W
w=(m
2N (2N +1)
( 2N + 1) Wy
w=(m-—
2N (2N +1)
in sicer za vse m = £1,42,.... Glavni pas ima torej pasovno $irino 4w/(2N + 1). Sicer pa

imajo kar trije ¢leni skupno niclo pri 2ws/(2N + 1) ¢e je N zelo velik.

Blackman-ovo okno doloceno z izrazom

0.42 + 0.5cos(nm/N) 4+ 0.08 cos(2nm/N) zaln| < N
wp(nT) =

(6.168)
0 za|ln| > N
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moc¢no zmanjSa prenihaje (ripples) glede na preje omenjeni okni, do¢im pa je sam osnovni
pas Sirsi, to pa tudi pomeni, da je je prehodno podroc¢je med zapornim in prepustnim pasom
SirSe, karakteristicna krivulja pa jr tudi manj strma.

Zelena razmerja med pasovno Sirino prepustnega pasu in med prenihaji dosezemo s Kaiser-

Jevim. oknom:

Io(B)/Io(@) zaln| < N
0 za|ln| > N

21/2

wr (nT') = { (6.169)

kjer je a parameter in § = al — (n/N)

Iy(z) predstavlja Besselovo funkcijo nictega reda, ki je dolo¢ena z nizom

1
Ip(z) =1+ Z{H(x/Q)k}z. (6.170)
Spekter okna wy, je podan z izrazom

Wi (eT) = wy,(0) 4 2 Zwk(nT) cos(wnT). (6.171)

n=1

Diskretni niz {wy(nT)} je vzoréena oblika ¢asovno zvezne funkcije.

I 1 t] <
wnity = | DODle) ol < 61
0 zalt| > T
kjer sta = al — (15/7')21/2 in 7 = NT'. Spekter okna je sedaj podan v obliki
Wi (jw) = 75 sin[r(w? — w212
fofe) (6.173)
(wt = R
kjer je w, = /7.
Ce je
Wi(jw) =~ 0ali | w [>> w,/2 (6.174)
tedaj smemo po teoremu vzorcenja zapisati
1
Wi (jw) =~ TWk(jw)O <w [>> w,s/2 (6.175)
in tako je
4 ON  si W)2 — 11172

Cal(a)” {(w/wa)? — 1172

7 izbiro ustreznega « se spreminja razmerje prenihajev napram glavnem pasu.
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Poglavje 7
Transformacija 2

Omenjena transformacija je zelo pomembna za analizo ¢asovno diskretnih signalov, kot tudi
linearno ¢asovno neodvisnih sistemov. Kot pri Fourierovi transformaciji je tudi tu pomembna

lastnost konvolucije, ki jo pri omenjeni analizi in sintezi veliko uporabljamo.

7.1 Postopek transformacije Z

Transformacija Z je uporabna zato, ker lahko sisteme ali signale opazujemo glede na lego polov
in nicel karakteristicnega polinoma, oziroma kvocientov polinoma.

Oglejmo si transformacijo Z c¢asovno diskretnih sistemov, njene konvergenc¢ne lastnosti,
povezanost s Fourierovo transformacijo, hkrati pa si Se oglejmo njen par, to je inverzna trans-
formacija Z 1.

Transformacija Z ¢asovno diskretnega signala z(n) je dolo¢ena s potencno vrsto

+oo
X(z) = Zx(n) cz " (7.1)
kjer je 2z kompleksna spremenljivka tipa z = 7-¢/“. Izraz (7.1) je znan kot direktna transforma-
cija Z, saj preslika signal z(n) iz ¢asovnega v kompleksni prostor X (z). SploSneje ga zapiSemo

7z z=r-e¥

400 400
X(r-e) = Zx(n) (r-e) T = Z [z(n) -] - e7n (7.2)

Transformacijo Z signala z(n) zapisemo v obliki
X(2) = Z[z(n)] (7.3)

ker imamo povezavo med obema omenjenima prostoroma ravno preko te transformacije

z(n) << X ()

127
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Ker je po enacbi (7.2) transformacija Z funkcija dveh kompleksnih spremenljivk, jo obrav-
navamo v kompleksnem prostoru z. V primeru, ko je |z| = 1, imamo v tem prostoru krog

z radijem ena, kar predstavlja enotin krog v kompleksni ravnini. V primeru, ko je r = 1, se

Alm .
ravnina z

Z=e"

\ 4

Re

Slika 7.1: Enotin krog v kompleksni ravnini z

enacba (7.2) reducira na primer Fourierove transformacije signala x(n). S slike 7.1 je razvidno,
da je w kot med vektorjem, ki kaZe v tocko z = ¢/* in med realno osjo kompleksne ravnine z.

Ce pregledujemo vrednosti transformacije X (z) po tockah enotinega kroga in sicer od za-
Cetka pri w = 0 v korakih do w = 7 (2 = —1) preko w = 7/2, kjer je z = j, potem dobimo
Fourierovo transformacijo za w = m do w = 27 oziroma od —w = 7 do w = 0.

Fourierovo transformacijo lahko torej razlagamo kot transformacijo Z na enotinem krogu
ravnine z. To pa dejansko pomeni preslikavo linearne frekvencne osi okoli enotinega kroga z
w=0priz=1linzw=mpri z=-—1.

Vrsta, s katero je predstavljena transformacija Z je neskon¢na, zato ta transformacija ob-
staja le za tiste vrednosti z-ja, za katere ta vrsta konvergira. Zato vse vrednosti z, pri katerih
vrsta konvergira tvorijo podrocje konvergence POK X (z).

Torej je podrocje konvergence podrocje vrednosti z pri katerih X (z) doseze kon¢no vrednost.

Oglejmo si tri enostavne primere:

1.
z(n) = {%,2,5, 7,0,1}
X(2) =142 452247273 4277,
kjer je podrocje POK celotno podrocje razen z = 0.
2.

z(n) = {2,4,?, 7,0,1}

X(2) =222 +42+5+ 7271+ 272,
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kjer je podroc¢je POK celotna ravnina z razen za z = 0 in 2z = oo.

z(n)=dn—k) k>0
X()=2% [f(n—k) <> 2% k>0,

kjer je podroc¢je POK celotna ravnina z razen za z = 0.

Vidimo, da je podrocje konvergence kon¢nega signala celotna ravnina z razen v tockah z = 0
ali/in z = oo.

Z transformacija je enostavna predstavitev ¢asovno diskretnega signala, kjer vidimo povezave
med ¢asom n in koeficientom pri z7", kjer vrednost v eksponentu vsebuje ¢asovno informacijo

signala.

Primer:

Vzemimo vrsto x(n) =

=[5 8 () ()]

X(Z)=1+%z1+ (%)2z2+~~+ (%)nz"+:i G)nz”:i <%zl>n

To predstavlja neskonéno geometrijsko vrsto, katere limita za |a| < 1 je

1
1—|—a—|—a2+a3—|—...:1— Cejelal <1
—a

Torej je |$27!| < 1, oziroma sledi da je |2| > 1/2 in

1 1
X(z) = =——— pri POK: |z| > 1/2

— _ 1,1
]_ a a:%z*l 1 22

Vidimo, da s transformacijo Z lahko predstavimo signal z(n).

Vidimo, da je neskoncna vsota enaka racionalni funkciji znotraj podrocja konvergence rav-
nine z. Pri tem je zapis v obliki racionalne funkcije prikladnejsi od zapisa neskonéne vrste.

Vidimo, da lahko vsak niz, ki ga zapiSemo z vsoto eksponentov, predstavimo tudi kot
racionalno transformacijo Z. Taka transformacija pa je predstavljena s poli in ni¢lami.

V prikazanem primeru je X (z) = ﬁ imamo ni¢lo pri 0 in pol pri z = a. Prikaz lege pola
in nic¢le je razviden s slike 7.2. Ce ponovimo definicijo spremenljivke
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Slika 7.2: Lega pola in nicle in podrocje konvergence za X (z) =

z=r-e% =r.e¥

kjer je r = |z| in ©Zz, potem lahko zapiSemo transformacijo

+oo +o0
X(Z)|r€je = Z a:(n) N a— Z x(n) LT emiOn

Podroéje konvergence X (z) je za vse | X (2)| < oo

| X (2)| = Z z(n)-r~". e < Z |z(n) 77" eI = Z |z(n) - r7"|

Niz |z(n)| je koncen in niz x(n) - r~™ konvergira.
Iskanje podroc¢ja konvergence lahko spremenimo v podroéje vrednosti r za katere niz x(n) -
r~" konvergira.
Zato si oglejmo absolutno vrednost transformacije Z tako, da razbijemo to definicijo na dve
podrocji
-1 +o00
X() = D Jem)-r [+ ) fa(n) - r]
n=—00 n=0

Ce obrnemo sestevanje dobimo

X ()] =) lw(=n)-r"[+ ) |a(n) - r7"] (7.4)

Vzemimo, da oba izraza konvergirata h koné¢ni vrednosti te geometrijske vrste.

Ce vzamemo prvi izraz v enacbi (7.4) in ¢e ta konvergira h konéni vrednosti, potem mora
biti » majhen, tako da je produkt z(—n) - r™, ki je element v nizu za vse 1 < n < 0 tak, da niz
konvergira h koné¢ni vrednosti.

Podroé¢je konvergence POK velja torej za vse tocke znotraj kroga (slika 7.3) z radijem 7,

kjer mora biti 71 < co. Ce vzamemo sedaj drugi izraz v enacbi (7.4), potem ta izraz konvergira,
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Slika 7.3: Podro¢je konvergence, kjer vsota >~ |z(—n) - r"| konvergira h kon¢ni vrednosti

¢e je r dovolj velik, tako da niz z elementi x(n) - r~" konvergira za vse 0 < n < oco. Torej je
podrocje konvergence doloceno izven nekega podroc¢ja dolocenega z ro, torej velja za vse r > ry
(slika 7.4).

N

\

Re

7

Slika 7.4: Podro¢je konvergence vrste > |z(n) - r~"| za r > ry

Podroéje konvergence obeh izrazov v enacbi (7.4) je torej podrodje, za katerega izraz (7.4)

konvergira h kon¢ni vrednosti in je dolocen z r, za katerega velja
o <1Tr <M

S slike 7.5 vidimo, da je podrocje konvergence doloceno s skupnim podroc¢jem obeh vsot
izraza (7.4), na kateremu obe vsoti konvergirata h kon¢ni vrednosti. V primeru, ko pa je
r9 > 11, tedaj obe vsoti ne konvergirata in s tem ni podrocja konvergence transformacije Z. To

pa pomeni, da transformacija X (z) v tem primeru ne obstaja.

Primer:

Dolo¢imo transformacijo Z kavzalnega signala
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Slika 7.5: Podrocje konvergence vrste (7.4) je doloCeno z ro < r <1

a” zan>0
z(n) =a" -u(n) =
0 zan<0
X(z) = Zx(n) 2= Za” 2T = Z (o z_l)n
n=0 n=0 n=0

Ce je |az™!| < 1 oziroma |z| > |a| potem vrsta konvergira k izrazu m

Tako sta par

in
1
(1—a-2z71)

Podroéje konvergence je dolo¢eno s krogom z r = || in je izven tega kroga. V tem primeru je

X(z) = za |z| > |af

a realen. Torej je

1
x(n) = a" - u(n) Z X(z)= = za POK: |z] > |«
V primeru o = 1 pa je par
1
x(n) = u(n) AN X(z) = T @ POK: |z| > [1]

Primer:

Dolo¢imo transformacijo Z antikavzalnega signala

0 zan >0
z(n) =—a" - u(-n—-1) =

n

—a" zan< -1



7.1. Postopek transformacije Z 133

Ax(n)=u(n)

%

Ax(n)=a"u(n) /
. &,
4|_I_I_v_|_> e
T 123 450" %
7

Slika 7.6: Primera dveh signalov z(n) = u(n) in x(n) = o™ - u(n) ter obe podro¢ji konvergence
POK

Po definiciji je

X(z2) = Z xz(n) -z "= Z —a”-z‘”z—Z(a‘1~z)l

n=-—oo n=-—oo =1
kjer je [ = —n.
ée vzamemo vrsto
at+a’+a*+---=a(l+at+a’+---)= 1ia
Za |a| < 1 dobimo
a"t.z 1 z
X(z) = o=

l—alz2 1—a-z Z—«

kjer je |a~'z] < 1 oziroma |z| < |a|. Torej imamo transformacijo

1
z(n) = —a" -u(—n—1) AN X(z) = T 1 za POK: |z] < |qf
—a-z

Podroc¢je konvergence je torej znotraj kroga z r = |a/.
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Slika 7.7: Podrocje konvergence antikavzalnega signala

Ce Se v tem primeru pogledamo lego polov in nicel transformacije X(z) = —%-, potem

z—a’

vidimo s slike 7.7

da za |a| < 1 bo sekvenca —a™ - u(—n — 1) eksponentno narascala, ¢e bo Sel n — oo, kar
pomeni, da transformacija Z ne obstaja.

Na podrod¢ju, ki doloca |r| < |a|, pa pridemo do konvergence vrste, kar pa pomeni, da ob-

staja transformacija Z.

Iz obeh primerov lahko pridemo do pomembnih zakljuckov in sicer:
Za kavzalni signal a” - u(n), ter za antikavzalni signal —a™ - u(—n — 1) pridemo do identi¢ne

transformacije Z in sicer:

Z{a" u(n)} = Z{-0" -u(-n— D} = ——— (7.5)

Iz tega lahko sklepamo, da sama transformacija Z ni enoli¢na. Da se znebimo dvoma, moramo
Se dolociti podrocje konvergence, za katerega velja transformacija Z.

To pa pomeni, da ima casovno diskretni signal x(n) enolicéno transformacijo Z X(z) samo,
ce je zanjo tudi doloceno podrocje konvergence POK.

Primer:

Pois¢imo transformacijo Z signala
z(n) =a" -u(n)+b"-u(-n—1) (7.6)

Transformacija Z je doloc¢ena z izrazom:

X(2) = Zx(n) . (7.7)

n=0
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kjer vstavimo zgornji izraz (7.7) v (7.6)

00 00 oo -1
X(z):Za”-u(n)-z’”—i—Zb”.u(_n_1).Z*nzzan_zfn+ Z b T —
n=0 n=0 n=0

n=—oo
o0 0

(a- =)+ (07" 2)
n=0 =1
Kot ze vemo iz predhodnih primerov, za prvi ¢len vrsta konvergira, ¢e je |a| < 1, oziroma v
nasem primeru |az~!| < 1 ali |z| > |a|. Za drugi ¢len vrsta konvergira, ¢e je [b~'z| < 1 oziroma
|z| < |b|. Iz obeh pogojev, lahko dobimo dva primera in sicer ko ne pride do prekrivanja obeh
podrocij konvergence (POK) b < « s slike 7.8, in ko pride do prekrivanja podroé¢ja konvergence,

ker je b > « razvidno na sliki 7.9.

7

%

Slika 7.8: Primer podro¢ja konvergence, ko je |b| < |af

Slika 7.9: Primer podro¢ja konvergence, ko je |b| > |a| s poli in ni¢lami X (z)

V prvem primeru s slike 7.8, ko je |b| < |a| ne moremo izrac¢unati transformacije Z, saj vrsti

ne konvergirata k skupnem podrocju, v drugem primeru s slike 7.9 pa obstaja podrocje, kamor
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konvergirata obe vsoti. Tu dobimo, da je

1 1 b— «
X(z) = - = Kjer je POK: |a| < |2| < |b
(=) l—a-z' 1—b-z7' a4+b—2z—abz! Jer je |a| < [z] <|b]

Iz primera lahko tako sklepamo, da je podrocje konvergence dvostranskega neskoncnega signala
kolobar v ravnini Z.

Po vseh teh primerih lahko re¢emo, da je POK signala odvisen od tega, ali ima signal
neskon¢no trajanje na desni strani ¢asovne osi (z(n) = 0 za n < ng < 0). Drugi primer je
signal, katero neskon¢no trajanje je na levi strani ¢asovne osi, na desni strani pa signala ni
(x(n) = 0 zan >mny; > 0). Obstaja pa Se tretji primer, ki smo ga videli nazadnje in sicer, da
ima signal kon¢no trajanje na obeh straneh ¢asovne osi (z(n) =0zan <ng < 0inn > n; > 0).

Ta tip signala imenujemo dvostranski signal s kon¢nim trajanjem.

Primer:

Dolo¢imo transformacijo Z signala s kon¢nim trajanjem:

a® zal0<n<N-—-1

x(n) =
0 drugace
Po definiciji je
N-1 N-1
n 1—(a-27H)N 1 z"—a”
X(z) = a2t = a-2" "= — .
() — n—O( ) a-z1 N-1 2 —q

Podrocje konvergence je dolo¢eno z vrednostimi Z, za katere velja:

N-1

Z‘a-z’l}n<oo

n=0
Ker je kon¢no &tevilo nenicelnih izrazov, bo vsota konéna vse dokler bo |az~!| konden, kar
pomeni, da je |a| < oo in z # 0.

Pri tej predpostavki, ko je a koncen, podrocje konvergence POK vsebuje celotno ravnino z
razen izhodis¢a v z = 0.

Prikaz lege polov in nicel transforma X (z) za n = 16 in za realni 0 < a < 1 je razviden na
sliki 7.10

Koreni polinoma v imenovalcu so v tem primeru

27k

zw=a-¢/N k=01,....,N—1

Pari transformacije Z so prikazani v tabeli 7.1.
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Slika 7.10: Podrocje konvergence je ravnina z razen v z = 0

Se preden preidemo na inverzno transformacijo Z, povzemimo lastnosti transformacije na

podrocju konvergence POK.

Predpostavimo, da je algebrajski izraz transformacije Z racionalna funkcija in da ima niz

z(n) koncno amplitudo razen pri n = +oo.

Lastnosti:

1. POK je obro¢ ali disk v ravnini z s centrom v izhodiscu.

2. Fourierov transform niza x(n) konvergira absolutno ¢e in samo ¢e POK transformacije Z
vsebuje enotni krog.

3. POK ne more vsebovati polov

4. Ce je signalni niz x(n) koncen, pomeni, da je vrednost signala ni¢ izven nekega podrocja
do neskoné¢nosti —oco < Ny < n < N1 < oo potem je podroc¢je konvergence POK cela
ravnina z razen pri z =0 in z = o0.

5. Ce je x(n) niz, ki velja za vse pozitivne n na podro¢ju med 0 < n < N1 < oo, tedaj POK
dolo¢imo z najvecjo vrednostjo pola X (z), ki dolo¢a radij kroga, zunaj katerega je vrsta
konvergentna.

6. Ce pa je z(n) niz, ki velja za vse negativne n —oo < Ny < n < 0, tedaj je podrocje
konvergence dolo¢eno s polom najmanjse vrednosti, ki dolo¢a radij r znotraj katerega je
vrsta konvergentna.

7. V primeru dvostranskega niza je POK dolo¢eno z obrocem, ki je navznotraj in navzven
omejen s poloma, znotraj obroca pa se ne nahaja nikakrsen pol.

8. POK mora biti povezano podrocje (slika 7.11)
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0, drugace

Sekvenca Transform POK
1. §[n] 1 vsa ravnina z
2. u[n] — |z| > 1
3. —u[-n—1] — |z] <1
4. 6[n —m)] z™™ vsa ravnina z razen 0 (¢e je m > 0)
ali oo (Ce je m < 0)
5. a"u[n] i 2] > |al
6. —a"u[—n — 1] T |z| < al
7. na"u[n] % 2] > |al
8. —na"ul—n — 1] % |z| < |al
1—[coswp]z™1!
9. [coswon]u[n] Beoswo]e 177 |z > 1
. sinwplz !
10. [sin won]uln] 1_[2£0w00ﬂ271+272 2] >1
11. r"[cos won]u[n] L [r coswolz " |z| >
: 0 1—[2rcoswolz— 141222
. rsinwplz !
12. [r™sinwon]u[n] 1_[2r[:osw0]2],l+rgz,2 2| >
a®, 0<n<N-—-1, _
13. el 2| > 0

Tabela 7.1: Pari transformacije Z

7.2 Inverzna transformacija Z

Cesto se sre¢ujemo s problemom transformacije iz Z signalnega niza nazaj v ¢asovni prostor.

Postopek iskanja ¢asovnega signalnega niza imenujemo inverzna transformacija.
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Slika 7.11: Vpliv lege polov na podrocje konvergence

1

To dobimo iz same definicije transformacije Z, ¢e izraz transformacije mnozimo z 2"~ in ga

integriramo po obro¢u POK, pri tem pa Se uporabimo Cauchyjev integralni teorem. Vzemimo
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torej izraz za izra¢un transformacije Z.

k=—o00

j(IéX(z) 2"y = ]4 f z(k) - 2" Rz

€ k=—c0
Integracija po obrocu ¢, znotraj podrocja konvergence objema izhodis¢e ravnine z.

Ker vrsta konvergira na podrocju integriranja smemo zamenjati vrstni red integriranja in

sumiranja:
+o0o
%X(z) 2"z = Z z(k) j{~z”_1_kdz
c k= —o00 c
Ce upostevano Cauchyjev integralski teorem:
1 1, zan=k
— Zn—l—kdz _
21 Je 0, zan#k

in Ce ta teorem uposStevamo v predhodnem izrazu dobimo:

z(n) = % j{X(z) 2"z

Kljub temu, da smo dobili izraz za izrac¢un inverzne transformacije Z, ki podaja niz z(n), zal
ni uporaben. Zato si bomo v naslednjih poglavjih pogledali poenostavljene postopke iskanja

inverza iz racionalnih funkcij in njihovih korenov.

7.2.1 Enostranska transformacija Z

Transformacija Z je dolo¢ena z izrazom

n=—oo

in jo tudi imenujemo dvostranska transformacija Z. V nasprotju s to transformacijo dolo¢imo

enostransko transformacijo Z kot

n=0
Ta se razlikuje od dvostranske transformacije po tem, da vsebuje le vrednosti x(n) za katere je
n > 0. V primeru, da imamo opravka z enostranskim kavzalnim signalom x(n) = 0 za n < 0,
tedaj sta eno in dvostranska transformacija enaki, v primeru, ko je z(n) # 0 za n < 0 pa si

nista enaki.
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Podro¢je konvergence enostranske transformacije Z je dolo¢eno z |z| > r in za racionalne
enostranske transforme Z je meja konvergence doloCena z mejo podroc¢ja konvergence, ki jo
doloca pol, ki je najdlje od izhodis¢a ravnine z.

Enostransko transformacijo Z uporabljamo predvsem pri analizi sistemov podanih z lin-
earnimi diferen¢nimi enacbami s konstantnimi koeficienti.

Izhod iz teh sistemov izra¢unamo za n > 0 z upoStevanjem zacetnih pogojev.

7.3 Lastnosti transformacije Z

Vecina lastnosti transformacije Z je uporabnih pri $tudiju c¢asovno diskretnih signalov in sis-
temov. Pogosto jih tudi uporabljamo pri iskanju inverzne transformacije Z. Oglejmo si nekaj
najpomembnejsih lastnosti in njihovo uporabnost preverimo na posameznih problemih.

V tem poglavju X (z) pomeni transformacijo Z signalnega niza x(n), podro¢je konvergence

X(2) pa ozna¢imo s POK. Pri tem POK predstavlja niz vrednosti z, za katere je ro < |z] < 7y.

Z

z(n) «— X(z) POK:ry <|z| <m

1) Linearnost

Ce vzamemo niza x1(n), x2(n) in njuna para X;(z), X3(z), potem lastnost linearnosti dolo¢a

izraz s parom:
z(n) = a121(n) + asrz(n) AN X(2) = a1 X1(2) + axXs(2)

za poljubni konstanti a; in ay. Podroc¢je konvergence je doloc¢eno s presekom konvergenc¢nih
podrocij obeh sumandov.

Lastnost linearnosti se da razsiriti na ve¢ ¢lenov oziroma na ve¢ signalov. V osnovi vidimo,
da je transformacija Z linearno kombiniranih signalov z;(n), enaka linearni kombinaciji njihovih
transformov Z. Linearna lastnost nam pomaga iskati transformacijo Z signala izrazenega z

vsoto osnovnih signalov, za katerega pa Ze poznamo transformacijo Z.

Primer linearnosti: Dolo¢imo transformacijo Z signalov
x(n) = [cos(won)] - u(n)

n

z(n) = [sin(won)] - u(n)
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Vzemimo prvi signal in ga razstavimo, ter naredimo transformacijo Z.

z(n) = [cos(won)] - u(n) = %(ej“’on + e7I90™) Ly (n)

X(2) = 24 ulw)} + 3 2{e 7 - uln)

Ce vzamemo, da je a = e« in | £ jwen| < 1 tedaj dobimo reitev za geometrijsko vrsto

1 Torej je par

T—az 1"
+jwon Z 1 .
e u(n) ki 1 2 POK: |z] > 1
S tem je ) . .
1
X(z) = 5T oo 1 + ST eden o1 2 POK: |z] > 1
in par transformacije Z po ureditvi izraza zgoraj je:
z 1 — 271 coswyn
= : >1

z(n) = [cos(won)] - u(n) [ P e p——— za |z|

Po podobnem postopku dobimo par drugega signala
1 — 2715
x(n) = [sin(wen)] - u(n) z e za |z| > 1

1—2271.coswon + z72

2) Casovni pomik

Ce je
z(n) << X ()

tedaj je
x(n—k) NN X(z)-z7*
Podrodcje konvergence izraza X (z) - 27% je isto kot je podrodje konvergence za X (z) razen za

z2=0,¢jek>0inza z=o00zak <0.

Primer:

Dolo¢imo transformacijo Z signala

1, za0<n<N-1

z(n) = ’

0, drugace

Transformacijo lahko dolo¢imo z uporabo izraza za definicijo transforma Z.

N-1 N-1
x(n) = Zx(n)mz*": Zlmf" =
n=0 n=0
N, za z =1
L+t o2 = .
a:iflv mazr# 1
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Podrocje konvergence je ravnina z razen v z = 0. Isti problem lahko resimo Se na drugi nacin

in sicer tako, da dva zamaknjena signala enotine stopnice odstejemo

z(n) =u(n) —u(n — N)
X(2) = 2{u(n)} — Z{u(n)} - =™ = (1 = 27") Z{u(n)}

1—2zN 1

X(z) = T .1 kjer je Z{u(n)} = T

Vidimo, da je v primeru konc¢nega signala podrocje konvergence dolo¢eno z naravo konc¢nega

signala.

3) Skaliranje v prostoru Z

Ce je
z(n) <25 X(2) POK: |ri] < |2| < rs

potem je

a" - x(n) AN X(a™'z) POK: |a|r; < |z| < |a|rs

kjer je a realna ali kompleksna konstanta.

Ce zelimo bolje razumeti problem skaliranja, potem vzemimo za a = rq- €/ in za z = r-e*.
Pri tem vpeljimo novo kompleksno spremenljivko w = a~! - z. Torej sta Z{z(n)} = X(z) in
Z{a" - z(n)} = X(w).

To lahko razumemo, ¢e zapiSemo v obliki

1 .
w=al z= (— . r) . g/ w=wo)
To

r
T0

vrednosti ry, do¢im wy vpliva na rotacijo vektorja znotraj podrocja 0 — 27 za wy.

Glede na vrednost ry se vektor po absolutni vrednosti manjsa ali veca. Odvisno je od

Primer:

z(n) = a" - [cos(won)] - u(n)

Resitev dobimo z upostevanjem lastnosti skaliranja in transforma Z funkcije cos(won)

1

z l—a-z"-cos(wyn)

a" - [cos(won)] - u(n) za |z] < |al

1—2a-2"1-cos(won) + a? - z2~2
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4) Casovna preslikava

éeje
z(n) N X(z) POK:7 <|z| <79
je
1 1
z(—n) <> X(z7Y) POK: — < |2 < —
T2 r1

Napravimo kar miselni dokaz. Ce preslikamo signal okoli ¢asovne osi, potem koeficient z™"

L'y formuli

postane koeficient z". Torej preslikava pomeni zamenjavo spremenljivke z z 2z~
za transformacijo Z. To pa pomeni, da preslikava v ¢asovnem prostoru pomeni obrnljivost

(preslikavo) v prostoru Z .

Primer:
z(n) = u(—n)

Ce je

1

u(n)<i>1 - zafz] > 1
je
1
w(—n) < —— a2 <1
5) Odvod v prostoru Z
Ce je
#(n) <= X(2)

tedaj je

z dX(z)

n-z(n) —
Dokaz:
Z odvajanjem
+o0o
X(z) = Z z(n) -z "
po z dobimo
dX(2) _ 1N -
- :Zx(n)-(—n)-z lz—zl-Z[n-x(n)]-z =

—z ' Z{n-z(n)} kjer POK ostaja isto
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Primer:

n-u(n) z :
(1 —271)2
6) Konvolucija dveh nizov
Ce imata
71 (n) < X (2)
a(n) <2 Xo(2)
tedaj je

23(n) = z1(n) * 22(n) < X3(2) = X1(2) - Xa(2)

Podrocje konvergence je dolo¢eno s presekom podrocij Xi(z) in Xy(z).
Dokaz:

v3(n) = Y @y(k) - za(n — k)
k=—00
X(z) = Z x(n) -z "= Z [Z x1(k) - xao(n—k)| -27"

Po zamenjavi znakov > dobimo

> a(k) [ > xg(n—k)-z"] =Xo(2) - Y ai(k) 27" = Xi(2) - Xa(2)

k=—00 n=-—o00 k=—o00
Lastnost konvolucije je ena bolj uporabnih lastnosti transformacije Z, saj pomeni konvolucija
v ¢asovnem prostoru produkt v kompleksnem prostoru Z.

Postopek izrac¢una konvolucije izvedemo v treh korakih:
1. Izra¢unaj Xi(2), Xa(2) nizov z1(n), xs(n).
2. Pomnozi X3(z) = X1(z) - Xa(2).

3. Izra¢unaj inverzno Z transformscijo: xz(n) = 27 1{X;(2)}
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7) Korelacija dveh nizov

Ce obstaja

z1(n) «— X1(2)

T2(n) «— Xa(2)

potem je korelacija med nizoma

“+oo

Fees (1) = Y @1(n) - wa(n = 1) < Ry (2) = Xa(2) - Xo(27")

n=—oo

Dokaz lahko izpeljemo iz relacije: r,,.,(l) = z1(1) * zo(—1).

Primer:
z(n)=a"-un) za—-l<a<l
Ryp(2) = Z2{re ()} = X(2) - X (271
X()=1— 21 >l - kavzali i
2) === a2l > lal - kavzalni niz
1 1
X(z Y= za |z| < — - antikavzalni niz
l—a-z |al
Torej je
1 1 1

R, (2)

1
:1—a'2’1'1—a-z:1+a'(2+z’1)—|—a2 Za|a|<|z|<5

Kljub temu, da je POK R,.(z) obro¢, je r.,(l) dvostranski signal, pa ¢e tudi je x(n) kavzalni

signalni niz.

8) MnoZenje dveh nizov

Ce je
z
z1(n) < Xi(2)
25(n) < Xo(2)
potem je

2(n) = 21(n) - 22(n) o> X(2) = % j[Xl(v) ()

kjer je ¢ podrocje integracije okoli izhodis¢a in lezi znotraj POK.
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Integral v transformu Z se imenuje kompleksna konvolucija. To se zreducira na periodi¢no
konvolucijo, ¢e vsebuje enotin krog, ki dolo¢a Fourierov transform in je enak X (z) za |z| = 1.
Ce uporabimo za z = €/¥ in v = ¢/© se ta izraz poenostavi

1 [t

:% o

X(w) Xi(w) - Xo(w —0)dO

kar pa predstavlja periodi¢no konvolucijo Fourierovih transformov X;(w) in Xs(w).
V primeru kompleksnih nizov z1(n) in z5(n), lahko dolo¢imo produkt obeh nizov kot x3(n) =
x1(n) - x5(n) kompleksni konvolucijski integral

*

25(n) = 2 (n) - 5(n) <2 X(2) = % 7{)(1(@) ()0

9) Parsevalov teorem

Ce sta x1(n) in 25(n) kompleksna niza, potem je

3 ) ) = 55 $ X0 XiG) a

kjer je riy < |z| < rip inry < |2 < 1o pri Ty -re < 1 <7y 7o, inr ; doloajo meje podrocja
konvergence. Ce X1(2) in X5(z) konvergirata na enotinem krogu, tedaj je kontura, po kateri
integriramo, enotin krog. Tako se poenostavi parsevalov teorem v:

“+o00 1 +7

> ORHOES- _ X1 (w) - X3 (w)dw

n=—oo

10) Teorem zacetne vrednosti

Ce je x(n) kavzalni signalni niz (za n < 0 je (n) = 0) potem je

z(0) = lim X(2)

To lahko dokazemo z uporabo definicije transformacije Z. Za kavzalni niz velja:

+00
X(z) = Z w(n) -z " =z(0)+2(1) -zt +2(2)- 272+
Ce gre z — oo gre z~" — 0 in ker je n > 0 je 2(0) = lim,_., X (2).
Vse lastnosti transformacije Z so zbrane v tabeli 7.2. Zaradi priro¢nosti so pa v tabeli 7.3
zbrane najcesce uporabljene transformacije Z razli¢nih signalnih nizov. Ti pari omogocajo lazje

iskanje transformacije Z, kot tudi njenega inverza.
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Tabela 7.2: Lastnosti transformacije Z

7.4 Racionalna transformacija Z

V mnogih primerih naletimo na transformacije, ki predstavljajo racionalne funkcije dveh poli-

nomov po z. Zato si oglejmo pomen resitev korenov racionalne funkcije po z.
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Signal, Z transform, POK

x(n) X(z)
1 o(n) 1 vsa ravnina z
2 u(n) — |z| > 1
3 a"u(n) 1—(1% |z| > |al
4 na"u(n) % 2] > |al
5 —a"u(—n —1) = |z| < |al
6 —na"u(—n — 1) % 12| < |al
7 (coswon)u(n) l_gziﬁ_;g‘fofz,z 2] > 1
8 (sin won)u(n) 172;_711:0?:;0“_2 2] > 1
9 a"(cos won)u(n) 1_2;;“1Z;)15f5;s:’;22,2 1z| > |al
10 (a" sinwon)u(n) 172%“_217:0?25&%_2 12| > |a|

Tabela 7.3: Pari transformacije Z

Poli in ni¢le racionalne funkcije so zelo pomembni, saj vplivajo na obnasanje sistema. Ce

vzamemo racionalno funkeijo X (z)

N(Z) . b0+b1'2_1+"‘+bM'Z_M . Z]szobk'z_k

D(z) agtar-zt4 - day-2 N SN gk

X(z)=

tedaj dobimo nicle, ko je X(z) = 0. Pole pa dobimo pri vrednostih z za katere je X (z) = oo.

Obicajno ne operiramo z negativnimi potencami in v primeru, ko sta ag # 0 in by # 0 lahko
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Stevec in imenovalec faktoriziramo z by - 2= in z ag - 27V, Tako je
oy 2 NG o I Rt
YTDGE) T ap e NN ¢ @ Ny gy
bo _yin F—z)(z—2) (2~ 2m)
_— Z .
Qg (z=p1)(z = p2) - (2 — D)
M
X(Z) = G.27M+N . M
N
[1i=i(z = pr)
kjer je G = Z_?) ojacanje in kjer ima X(z) M nicel pri z = 2y,29,...,2y ter N polov pri

Z = p1,p2,---,pN ter M — N nicel, ¢e je N > M, oziroma polov, ¢e je N < M v samem
izhodis¢u z = 0. Poli in ni¢le lahko nastopijo tudi pri z = oo.

Obicajno predstavimo pole in ni¢le X (z) tudi graficno v ravnini z. Pri tem ozna¢imo pole
z X in nicle z o. Veckratne pole in nic¢le pa oznac¢ujemo s Stevilko poleg graficnega znaka. Po
definiciji podrocje konvergence ne vsebuje polov, lahko pa vsebuje kaksno nic¢lo.

Oglejmo si uporabo graficnega prikaza lege polov in nicel v ravnini Z na primeru.

Primer:

Dolo¢imo diagram lege polov in nicel signalnega niza
"u(n) zaa>0

Resitev:
1 z
= = za POK |z| > a
l—a-z7! z2z—a

X(2)

Racionalna funkcija X (z) ima niclo v tevcu pri z = 0 in pol v imenovalcu pri z = a
2=0, p=a

Diagram lege polov in nicel je prikazan na sliki 7.12.
Pol p = a ni vsebovan v POK, saj transformacija Z ne konvergira k polu.

Vzemimo Se drugi primer z ve¢ niclami in z veckratnimi poli.

Primer:

Dolo¢imo diagram lege polov in nicel signalnega niza

a*, za0<n<M-1
z(n) =
0, drugace.
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7

A AN

0 Re

%

Slika 7.12: Diagram lege polov in nicel

kjer je a > 0.

L 1—(a-z_1)M_ M gM

l—a-z71 — 2M-1(z —q)
Ker je a > 0 ima izraz 2™ — a™ = 0 M korenov v tockah
27
=a-edm* zak=01,... ,M—-1

V zp = 0 se nicla odstrani s polom p = a. Torej je

(z—21)(z —22) - (2 — 2m-1)

X(2) =

To pa pomeni, da imamo M — 1 nicel razporejenih po krogu z radijem |z| = a, in M — 1 polov

v izhodis¢u. V primeru M = 8 je lega polov in nicel racionalne funkcije prikazana na sliki 7.13.

A Im
ravnina z

|z|=a

Slika 7.13: Lega polov in nicel signala s kon¢nim trajanjem

Zanimiv je tudi primer s konjugiranim kompleksnim parom polov. Zato vzemimo primer s

slike 7.14.
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Slika 7.14: Primer s konjugiranim kompleksnim parom polov

Za M = 2 nicli leZita v z;y = 0in 29 = 7 - coswy
Za N = 2 pola lezita v p; = 7 - €70 in py = r - 7740,

Vstavimo pola in ni¢li v enacbo

(z —2z1)(2 — 29)
(z = p1)(z — p2)

X(z)=G-

in dobimo
z(z — 7 - coswy)

(z —r-ew)(z —r - e=iwo)

X(z)=G-

za |z| >r

Rezultat produkta v imenovalcu daje realne koeficiente, saj sta p; in ps kompleksno konjugirana.
Zato sklepamo, da ima polinom realne koeficiente, ¢e so njihovi koreni ali realni, ali pa se
pojavljajo v kompleksno konjugiranih parih.

| X (2)| je odvisen od polov in nicel in predstavlja nekaksno lupino v kompleksnem prostoru 2
in X (z). Tovrstno lupino si za omenjeni primer lahko predstavimo kot Sotorsko platno podprto
z dvema neskon¢nima podpornikoma v tockah, kjer lezita pola in pritrjeno v ni¢, na mestu
nicel. . L

27—z

T 1+1.27322 1+ 08122

Ni¢la je pri z; = 1 in pola sta pri po = 0.9 - e*77%.

X(z)

7.5 Vpliv lokacije polov na ¢asovno obnaSanje signala

Oglejmo si Se vpliv lege polov v kompleksnem prostoru Z na ¢asovno obnaSanje signala.
Analiza sloni predvsem na dosedanjih spoznanjih, kjer obravnavamo samo realne in kavzalne

signale. Videli bomo, da je obnasanje signala odvisno od podrocja lege polov. Ti lahko lezijo

znotraj podroGja |z| < 1 ali zunaj tega podrocja, kjer je |z| > 1, ali pa celo na krogu |z| = 1,

na enotnem krogu.
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Ce imamo opravka z realnimi signali, tedaj je lahko pol ali samo realen ali pa nastopa v

konjugirano kompleksnem paru. Signal z enim polom je realen, eksponentni signal

katerega par je X (z) = .—— in POK je |z| > |a|. Signal ima ni¢lo pri z; = 0 in pol pri p; = a.
Ta lezi na realni osi. Na sliki 7.15 so prikazani primeri za razne a. Pri tem vidimo, da signal
v Casu upada, ¢e je a > 0 a lezi znotraj enotinega kroga, da je konstanten, ¢e je a = 1 in da
signal narasca s casom, Ce je a > 1.

V primeru, ko je pol negativen, se pojavi + in - izmenjevanje signala, saj je signal dolocen

Za

Vidimo, da so kavzalni sistemi z realnim polom izven kroga nestabilni, zato se tovrstnih
polov izogibamo.

Kavzalni sistem z dvojnim polom ima obliko z(n) = n-a™ - u(n). Ta signal je stabilen le za
a <1, za a =1 pa ze postane nestabilen.

V primeru para konjugirano kompleksnih polov, pa vemo, da imamo opravka z eksponentno
utezenim kosinusoidnim signalom.

Na sliki 7.17 je prikazan primer s kompleksno konjugiranima poloma.

Razdalja |z| = r polov, dolo¢a ovojnico kosinusoidnega signala, kot |z| z realno osjo pa
njegovo relativno frekvenco w.

Amplituda signala upada, ¢e je r < 1, amplituda narasca, ¢e je r > 1 in amplituda kosinus-
nega signala je konstantna, ¢e je r = 1. ObnaSanje signala je razvidno s slike 7.17.

V primeru kavzalnega signala z dvojnim kompleksno konjugiranim polom na enotinem
krogu, postane sistem nestabilen. Tovrstnim polom se moramo izogibati v vseh sistemih, kajti
povzrocajo nestabilnost. Vidimo, da je ¢asovno obnaSanje signala odvisno od lege polov glede
na enotin krog.

Nicle prav tako vplivajo na obnaSanje sistema vendar ne tako moc¢no kot vplivajo poli. Nic¢le

imajo predvsem mocnejsi vpliv na fazo trenutnega signala.
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Slika 7.15: Casovno obnasSanje signala glede na lego realnega pola
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Slika 7.16: Casovno izmenjevanje predznaka signala pri realnem polu a < 0
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Slika 7.17: Prikaz vpliva lege kompleksno konjugiranih polov na ¢asovno obnasanje signala



Poglavje 8

Analiza 1n sinteza ¢asovno diskretnih

sitemov v frekvenc¢nem prostoru

8.1 Prenosna funkcija

V predhodnem poglavju smo ugotovili, da izhod ¢asovno neodvisnega in linearnega sistema
lahko izracunamo kot konvolucijo med vhodnim signalom x(n) in med odzivom sistema h(n)

na enotin impulz. Lastnost konvolucije se v kompleksnem prostoru Z odraza kot produkt
Y(z)=H(z)  X(2) (8.1)

kjer so Y (z), H(z) in X (z) Z transformi izhodnega niza y(n), odziv sistema h(n) ter vhodnega
niza z(n).
Prav tako lahko dobimo odziv sistema na enotni impulz, ¢e poznamo z(n) in opazujemo

izhod y(n). v
X(2)

z izra¢unom inverzne transformacije H(z) pa dobimo Zeleni odziv.

H(z) = (8.2)

Ker je po definiciji
“+o0o
H(z)= Y h(n)-z7" (8.3)
je o¢itno, da H(z) doloc¢a kompleksne lastnosti sistema, do¢im h(n) predstavlja ¢asovno ob-
naSanje sistema. H(z) in h(n) sta enaka opisa istega sistema v dveh prostorih. H(z) imenujemo
sistemska funkcija.
Definicija (8.1) je primerna za opis sistema z linearnimi diferen¢nimi ena¢bami s konstant-

nimi koeficienti:

y(n):—Zak-y(n—k)—i—Zbk-x(n—k) (8.4)

157



158 8. Analiza in sinteza ¢asovno diskretnih sitemov v frekvenénem prostoru

oziroma 7

Y(2)==) ap-Y(2)- 27"+ b X(2) 27" (8.5)
Od tu sledi N y
Y(2) [1+ ) ax- zk] = X(2) [Z b - zk] (8.6)

X(z) 143N a2k
Vidimo, da smo enac¢bo ¢asovnega linearnega sistema, podanega v obliki diferencne enacbe s
konstantnimi koeficienti predstavili z racionalno prenosno funkcijo sistema H(z).

Enacba (8.7) predstavlja splosno obliko prenosne funkcije iz katere lahko dobimo dve posebni
obliki.

Prvo dobimo za ay =0 za 1 <k < N. V tem primeru se izraz (8.7) zreducira na

M | M
H(z) =) bp-2F= o > by M (8.8)
k=0 k=0
Vidimo, da v primeru (8.8) imamo M nicel, dolocenih s parametri by, in pol M-tega reda pri

z=0.

Ker sistem vsebuje le trivialne pole in M netrivialnih nicel ga imenujemo “all zeros system”.
Ta sistem ima kon¢en impulzni odziv (finite impulse response - FIR) zato ga imenujemo sistem
s kon¢nim odzivom - FIR, véasih pa ga zaradi lastnosti povprecevanja tudi imenujemo “moving
average - MA” sistem, ali povprecevalnik.

V primeru, ¢e pa je v enacbi (8.7) by = 0 za vse 1 < k < M, potem se enac¢ba poenostavi v

bg b() . ZN

TTrya ot S g

H(z) pri ap =1 (8.9)

V tem primeru ima H(z) N polov, katere dolocajo parametri a in N kratno ni¢lo pri z = 0.
Ti netrivialni poli dolo¢ijo sistemsko funkcijo, ki jo imenujemo “all - pole system”. Glede
na prisotnost polov ima ta sistem neskonc¢en odziv in ga zato imenujemo sistem z neskon¢nim

odzivom (infinite impulse response - IIR).

8.2 (dziv sistema z racionalno sistemsko funkcijo

Predstavimo prenosno funkcijo H(z) kot kvocient dveh polinomov

H(z) = (8.10)
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Prav tako predstavimo vhodni signal z(n) v prostoru Z kot kvocient dveh polinomov

N(z)
Q(2)

Vzemimo, da je sistem v ni¢elnem zacetnem stanju in da je odziv sistema na vhodni signal z(n)

X(2) = (8.11)

B(z) N(z)
Y(2)=H(2) - X(2) = —% - ——= 8.12
€)=HE)-X() = 55 o (8.12)
Predpostavimo, da sistem vsebuje enojne pole pi,po,...,pn, vhodni signal pa vsebuje pole

41,92, - - -, qr, kjer so poli px # qn za vse k = 1,...,N in m = 1,...,L. Prav tako pred-
postavimo, da nicle ne sovpadajo s poli py ali gx. Sedaj napravimo parcialni frakecijski (delni)

zapis sistema

N A L 0
Y(z) = R Wk 8.13
I pie s S S 513
k=1 k=1
Inverz izraza je
N L
y(n) = Ap-ppun)+ > Qr - g - uln) (8.14)
k=1 k=1

Prvi del izraza (8.13) s poli p; predstavlja naravni odziv, drugi del istega izraza s poli ¢, pa
predstavlja vzbujen odziv sistema.

Skalarni ¢leni {A} in {Qx} so odvisni od obeh nizov polov {px} in {px}. V primeru, ko je
X(z) = 0, vhod je enak ni¢, potem je izhod sistema Y (z) = 0 in s tem je izhodni signal nic.

Seveda je naravni odziv sistema ni¢, kar pomeni, da je drugacen od odziva sistema na nicelni
vhodni signal.

V primeru, ko je sistem v neni¢elnem zacetnem stanju, kar pomeni, da se na zacetnih pogo-
jih y(=1),y(=2),...,y(=N) pozna vpliv predhodnih vhodnih signalov, pa dobimo z uporabo

enostranske transformacije Z izraz

YH(z)=— Zak 2Ry T(2) + Zy(—n) 2+ Zbk 27RO X (2) (8.15)

Ker je z(n) kavzalni niz, lahko izena¢imo X (z) = X(z). Tako lahko izrazimo enacbo (8.15)

kot

Y¥(z) = . Egﬁb:;;_k - X(2) - Ll al; +E:NZ;:1 jfk_m = (8.16)
YH(2)=H(z2) X(2)+ ]jo((;) (8.17)

Iz izraza (8.16) je oCitno, da izhod sistema z nenicelnimi zacetnimi pogoji lahko razdelimo na

dva dela; prvi del predstavlja odziv sistema z nic¢elnim zacetnim pogojem

Ya(z) = H(z)- X(2) (8.18)
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in drugi del , ki predstavlja izhod sistema glede na nenicelno zac¢etno stanje.

No(z)
Yi(z) = 8.19
6= (819)
Celoten odziv je vsota obeh odzivov v ¢asovnem prostoru.
y(n) = y.s(n) + y.:(n) (8.20)
Ker je imenovalec v Vi (z) kar A(z) s poli py,ps,...,pn, lahko posledi¢no ugotovimo, da je
odziv sistema z ni¢elnim vhodom
N
Y.i(n) = Z Dy - pp - u(n) (8.21)
k=1
Ce ta izraz vstavimo v enacho (8.14), dobimo odziv
N L
y(n) =Y AL v -un) + > Qk - g - uln) (8.22)
k=1 k=1

kjer je A = Ag + Dy.

Izraz (8.22) kaze, da je vpliv zafetnih pogojev na odziv sistema enak vplivu skalarnega
faktorja na naravni odziv sistema.

Seveda z zacetnimi pogoji nismo uvedli novih polov, zato ni vpliva na obnaSanje sistema.

Prav tako ni vpliva zac¢etnih pogojev na odziv sistema na vhodni signal.

8.3 Stabilnost sistemov

Kavzalen, ¢asovno neodvisen in linearen sistem je tisti, katerega odziv na enotin impulz §(n)

je h(n) in zado$ca pogoju, da je
h(n) =0 zan <0 (8.23)

Prav tako smo opazili, da je podrocje konvergence kavzalnega niza zunaj enotinega kroga.
Torej je linearen, ¢asovno neodvisen sistem kavzalen, ¢e in samo ¢e je POK sistemske funkcije
zunaj kroga z radijem r < oo, vsebuje tudi z = oo.
Stabilnost se da izraziti z lastnostmi sistemske funkcije. Ce se spomnimo potreben in za-

dosten pogoj za BIBO stabilnost linearnega, ¢asovno neodvisnega sistema, je:

> )] < oo (8.24)

n=—oo
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To pa pomeni, da mora H(z) vsebovati enotin krog v svojem podro¢ju konvergence. Ker je

H(z)= Y h(n)-z7" (8.25)

n=—oo

sledi
[H(z)| < > |h(n)-z7" = Y |h(n)]-|z7"| (8.26)

Ce ocenjujemo ta izraz na enotinem krogu, kjer je |z| = 1

H(z) < Y [h(n)| (8.27)

n=—o0
Ker je sistem BIBO stabilen, je enotin krog vsebovan v POK H(z). Za kavzalne sisteme lahko
ta pogoj stabilnosti le Se nekoliko zozimo.

Kavzalni sistem, podan s H(z), ima POK zunaj kroga z radijem r. Za stabilne sisteme mora
POK vsebovati enotin krog. Torej mora sistemska funkcija kavzalnega in stabilnega sistema
konvergirati za |z| > r > 1.

Ker POK ne more vsebovati polov H(z), sledi, da je kavzalni linearni, ¢asovno neodvisen

sistem BIBO stabilen, ¢e in samo ¢e leze poli H(z) znotraj enote kroga.

8.3.1 Stabilnost sistemov drugega reda

Oglejmo si stabilnost sistemov z dvema poloma. Ti predstavljajo osnovne gradnike pri sintezi
sistemov visjih redov.

Vzemimo kavzalni dvopolni sistem podan z diferenéno ena¢bo drugega reda:
y(n) = —ary(n — 1) — azy(n — 2) + box(n) (8.28)

Prenosna funkcija sistema je:

Y(Z)_ bo B by - 22
X(z) 14ar-z'4ay-272 22+4a-2z+as

2
ai ay — 4as
=——*\/— 8.30
P12 5 1 ( )

Sistem je BIBO stabilen, ¢e leze poli znotraj enotinega kroga, kar pomeni, da sta

H(z) =

(8.29)

s poloma

;] <1 in|po| <1 (8.31)
To pa se odraza v vrednostih koeficientov a; in as.

ay = —(p1 + p2)
G =P1 P2

(8.32)
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Iz teh dveh izrazov dobimo pogoja za stabilnost:

|as| = |p1 - p2| = [p1] - [p2] <1 (8.33)

in
’(J/1| =1+ (05} (834)

Oba pogoja doloc¢ata podrocje vrednosti koeficientov a; in as v ravnini aq,as. Vidimo, da je
sistem stabilen, ¢e in samo Ce je tocka (ay,as) v ravnini ay, ay (slika 8.1) lezi znotraj trikotnika,
imenovanega trikotnik stabilnosti.

AL

a, =-a,~1 konjugirano a,=a,~1

kompleksni

\\QJ p(l)li )/ / -
-2 -1 % fl/ 2

> a,

7
g\ realni poli

Slika 8.1:

Lastnost sistema z dvema poloma je odvisna od polozaja polov v trikotniku s slike 8.1. Poli
so lahko realni ali konjugirano kompleksni, odvisno od vrednosti pod korenom v enacbi (8.30).
Parabola as = a?/4 deli trikotnik stabilnosti na dva poloZaja (slika). Podrocje pod parabolo,
kjer je a? > 4ay pripada realnim a dvojnim polom, podro&je nad parabolo pa konjugirano

kompleksnim polom.

8.4 Frekvencni odziv linearnega, casovno neodvisnega sis-

tema

Kot smo ugotovili, lahko odziv sistema v kompleksnem prostoru izrazimo kot transformacijo Z

odziva na enotin impulz

H(z)= Y h(n)-z" (8.35)

n=—oo
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S pomocjo te sistemske funkcije pa dobimo izhod sistema Y'(z), ki je odziv H(z) na vzbujanje
na vhodu z X(z) vhodnim nizom

Y(2)=H(z) Xz (8.36)

Vsi Y(2), H(z) in Xz so ustrezne transformacije vhodnih, izhodnih nizov in odziva sistema na
enotin impulz. Podro¢je konvergence Y (z) mora sovpadati s podro¢jem konvergence X (z) in
H(z).

Kot vemo, je sistem H(z) stabilen in kavzalen, ¢e POK vsebuje enotin krog in ¢e se poli
nahajajo znotraj kroga z r < 1. Posebna oblika LTI sistemov pa je podana z linearnimi

diferen¢nimi enac¢bami s konstantnimi koeficienti

—Zak-y(n—k‘)—l—Zbk-x(n—k‘) (8.37)

iz katere dobimo funkcijo sistema H(z)

YR et
= X0 Ty ot 559

V primeru razstavitve izraza na korene (faktorizacija) lahko zapisemo

1— -1
H(z) = by [Ty (1 =z =) (8.39)
Hk ol —pr-271)
kjer so {pr} in {zx} poli oziroma nicle sistema.

Ce so poli razli¢ni, tedaj lahko H(z) razbijemo na delne vsote:

N

ch Zﬁk—i-zl_

8.40
pr- 27! ( )
Prvi ¢len izgine, ¢e je M < N.

Ce je sistem kavzalen, dobimo z inverzno transformacijo izraza H (2), odziv sistema na

enotin impulz
M-N N
:ZC'k-én—k+ZDk~pZ-u(n) (8.41)
k=0 k=1

Zopet vidimo, da je sistem stabilen, ¢e poli drugega sumanda enacbe (8.41) leze znotraj
enotinega kroga.
V primeru, da vzamemo v enacbi (8.37) parametre a;, = 0za k =1,2,..., N potem se izraz

poenostavi v

H(z)=B(z) =) bp-2" (8.42)
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v tem primeru je impulzni odziv sistema

b, 0<n<M
h(n) = (8.43)

0 drugace
Kot smo omenili je to sistem s kon¢nim odzivom tipa FIR (finite impulse response). Sistem
tipa FIR ima pole le v izhodis¢u v z = 0.
V primeru, ko pa vzamemo, da je vsaj eden ali ve¢ elementov a; # 0, potem imamo enega ali
ve¢ nenicelnih polov, tako, da je h(n) podan v splosni obliki (8.41). Ker imajo eksponentni ¢leni
h(n) neskon¢no trajanje, pravimo takemu sistemu sistem z neskon¢nim odzivom IIR (infinite

impulse response) sistem.

8.4.1 Frekvencni odziv sistema

Oglejmo si povezavo med amplitudnim potekom |H(w)| v odvisnosti od w nekega sistema
doloc¢enega kot
+o00
H(w)= Y h(n)-e7" (8.44)

Kot vemo, je ta funkcija periodi¢na s periodo 2x. Izhod linearnega ¢asovno neodvisnega sistema

s periodi¢nim odzivom H(w) na signal kon¢ne energije z Fourierovo transformacijo X (w) je
Y(w)=H(w)  X(w) (8.45)

V tem primeru vidimo linearni sistem kot linearno sito, katerega amplitudni in fazni potek sta
odvisna tudi od vhodnega signala X (w).
Frekven¢ni odziv, ki mu pravimo tudi amplitudni potek, obi¢ajno oznac¢imo z |H(w)| in
fazni odziv pa s O(w), kjer je
H(w) = |H(w)| - e’®@ (8.46)
Obicajno amplitudni potek risemo v logaritemski skali:

|[H(w)lap = 20logy, [ H (w)| = 10log,, [H (w)|* (8.47)

kjer se srecamo z enoto “decibeli” (dB). Obi¢ajno tudi potek |H (w)| normiramo z maksimalno
vrednostjo tako, da ta predstavlja 0 dB na podroc¢ju —7 < w < w. 'V tem primeru dobimo

slabljenje sita, ki je frekvencno odvisno. Pri frekvenci, kjer je |H(w)|qp = 1 je slabljenje nic.

Amplitudni odziv sistema je

1.9025 + 1.9 cos(w)
(@) = Y22
1.82 — 1.81 cos(w)

(8.48)
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Maksimalno vrednost doseze H(w) pri w = 0 in je H(0) = H(w)max = 195. Obi¢ajno prenosno

funkcijo normiramo z maksimalno vrednostjo

[H(w)|

in jo logaritmiramo, kot to prikazuje slika 8.2.

-0 dB

-10dB
-20 dB
-30 dB
-40 dB
-50 dB
-60 dB

-70 dB

-80 dB

T T
2 2

Slika 8.2: Normiran frekvenc¢ni odziv sistema

(8.49)

8.4.2 Povezava med prenosno funkcijo in frekven¢nim odzivom sis-

tema

V preteklih poglavjih smo prisli do spoznanja, da funkcija sistema H(z) v primeru z = r-e?*||,j—;

podaja frekvencni odziv sistema.

Torej je

V splo$ni racionalni obliki je

Bw) Sl bg-eiek ) 1,1 — 2 - e79%)

H(w) = = — = .
) Aw) 1+ chvd ay - eIk OHi]cV:O(l —pi-eI¥)

V tem primeru so elementi {ay} in {by} realni, {2z} in {px} pa so lahko kompleksni.

Véasih izrazamo amplitudo kvadrata prenosne funkcije H(z):

(8.50)

(8.51)

(8.52)



166 8. Analiza in sinteza ¢asovno diskretnih sitemov v frekvenénem prostoru

V primeru racionalne funkcije je

% _ H]szl(l — 25 e77Y)
L0 e o

V primeru torej, ko je niz {h(n)} realen, oziroma ekvivalentno, ko sta niza {a,} in {b;} realna,
se kompleksni poli in ni¢le pojavljajo v kompleksno konjugiranih parih. V tem primeru je
H*(1/2*) = H(27') in posledi¢no tudi H*(w) = H(—w).

Tako je |H(w)|> = H(w) - H*(w) = H(w) - H(—w) = H(2) - H(27")|.—¢jv. Glede na lastnost
transformacije Z in glede na korelacijski teorem predstavlja izraz H(z) - H(z~!) transformacijo
z avtokorelacijo niza {r,,(m)} na enotin odziv {h(n)}.
|2

Po Wiener-Kintchinovem teoremu je |H(w)|* Fourierova transformacija avtokorelacijskega

niza {r,,(m)}.

V primeru racionalne funkcije

B(z)
H(z)= .54
© =20 (8.54)
Sta transforma D(z) = B(z) - B(z™') in C(z) = A(z2) - A(27') transforma Z avtokorelacijskih

nizov {¢;} in {d;}. Pri tem sta

C —= Zak~ak+l —NSZSN (855)

d=> byby —M<I<M (8.56)

C] C_|
8.57
d—d, (8.57)
Z uporabo lastnosti simetrije, lahko |H (w)|? izrazimo kot:
5 do+2 224:1 dy, - cos(kw)
[H ()] = N (8.58)
co+2) 4 ¢k - cos(kw)
cos(kw) pa lahko izrazimo kot polinom funkcije cosw
k
cos(kw) = Z B - (cosw)™ (8.59)
m=0

V enachi (8.58) lahko Stevec kot imenovalec smatramo kot polinomski funkciji cosw.
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8.5 Racunanje frekvenc¢nega odziva sistema

Frekvenc¢ni odziv H(w) Casovno neodvisnega in linearnega sistema z oceno funkcije sistema
H(z) na enotinem krogu.

Predpostavimo splosno racionalno obliko funkcije frekven¢nega odziva sistema

M —iwk
. Jw
D r—o bk - €
N s

H(w) = (8.60)

Ker ocenjujemo posebej amplitudni in fazni odziv, kot tudi skupinsko zakasnitev, v odvisnosti

od frekvence je primerno, da napisemo enac¢bo (8.60) v obliki korenov obeh polinomov

1—zp-e9v)

H( ) — bOHk 1(

(8.61)
Hk (1= pg-e77v)
H( ) — b e.yw(N M) Hk 1( I — Zk) (862)
Hk 1(6]w — D)
Oznac¢imo izraza v oklepaju
Jw _ V. . 01Ok (W)
e = m = Vilw) - (8.63)
— P = Uk<w) . e]q)k(w)
kjer je
Vi(w) = |ej"" — zk|; Or(w) = L(ej"" — 2k) (8.64)
Ur(w) = e’ —pil;  Pulw) = Z(e’ — i)
Ce opazujemo amplitudni odziv, tedaj je amplituda dolo¢ena z:
Vi Va(w) -+ Vi (w
H(w)| = ol ) ke ) (8.65)

U (w) - Us(w) -+ Un(w)

ker je amplituda e/“(N-M) = 1.

Na sliki 8.3 je prikazan vpliv polov in nicel na odziv sistema pri dani w.
Faza H(w) je ekvivalentna vsoti posameznih faz, ki jih prispevajo nicle od katerih odstejemo

vsoto vseh faz, ki jih prispevajo poli v imenovalcu.

LH(w) = 2Lby+w(N — M)+ 01(w) + Oz(w) + - + Opr(w)—

(8.66)
—[P1(w) + Po(w) + -+ - + Py (w)]

Fazni prispevek ojacanja by je lahko 0 ali 7, kar je odvisno od pozitivne ali negativne vrednosti
bo. Oblejmo si geometrijsko predstavitev izrazov (8.65) in (8.66) na sliki 8.3.

Vzemimo, da se pol nahaja v tocki A in ni¢la v tocki B ravnine z (slika 8.3 a). Vzemimo, da
is¢emo H(w) pri to¢no doloceni frekvenci w (totka L). To frekvenco dolo¢a kot e/ in doloca

tocko L na krogu enote. Ocenitev vrednosti H(w) pomeni oceno H(z) v toc¢ki L. Vzemimo
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Im(z) Im(z)
A

A

Enotin krog Enotin krog

z=¢"

ali|z|=1

» Re(z)

a) b)

Slika 8.3: Geometrijska predstavitev prispevkov polov in nicel k amplitudni analizi Fourierove

transformacije a); oziroma k fazni analizi b)

vektorja AL in BL, ki povezujeta pol oziroma niclo s tocko na enotinem krogu, ki pripada

frekvenci w. Vidimo, da sta oba vektorja vsebovana v izrazu
CL=CA+ AL (8.67)

n
CL=CB+ BL (8.68)

Razdalja CL = ¢ in razdalja CA = p;,, CB = z,. Tako sta
AL = &% — py, (8.69)

in
BL = ¢/% — z, (8.70)

kar je razvidno s slike 8.3. Ce oba izraza upostevamo v delnih izrazih racionalne funkcije

dobimo:

4 . 8.71
BL frg ejw — 2 = Vk(w) . e]ek(w) ( )

V izrazu (8.65) nastopajo¢ ¢len Uy(w) predstavlja dolzino AL, torej razdaljo med polom py in
tocko L, ki pripada frekvenci w. Enako velja za ¢len Vi (w), ki predstavlja dolzino BL in pomeni
razdaljo med niclo z; ter isto tocko L.

Faze @4 (w) in Of(w) so koti, ki jih tvorijo vektorji AL in BL s pozitivno realno osjo.
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Iz samega poteka izra¢una H(w) za razlicne w, lahko iz geometrijske predstavitve na sliki
8.3 hitro sklepamo, kakSen bo amplitudni potek spektra H (w).

Oglejmo si primer poteka amplitudnega spektra, ko pol pi in ni¢la z; lezita na enotskem
krogu (slika 8.4).

Slika 8.4: Poteka amplitudnega spektra, ko pol px in nicla z; lezita na enotskem krogu

Iz slike vidimo, da pri w = Zz; postane Vi(w) ni¢ in s tem je H(w) = 0. Podobno je pri
w = Zpy. Tedaj je dolzina Uy(w) ni¢, kar pomeni da je H(w) = oc.

Tako lahko opazimo, da prisotnost nicle blizu kroga enote povzroc¢a zmansevanje spektralne
amplitude za frekvence blizu te nicle. V nasprotju pa prisotnost pola blizu enotinega kroga
povzroca povecanje spektralne amplitude za frekvence blizu tega pola. Prav tako postavljanje
nicel blizu polov, zmanjsuje uc¢inek teh polov in obratno.

Vidimo, da prisotnost nicel in polov daje veliko moznih oblik amplitudnih spektrov. Vse to

je odvisno od njihovega Stevila in njihove lege v ravnini Z.

Primer:

Ocenimo potek frekven¢nega odziva funkcije sistema:

= S (8.72)

H(z) =
(&) =108 27~ 7 03

Vidimo, da je ni¢la pri z = 0 in pol pri p = 0.8. Sistem je glede na enac¢bo (8.65) dolocen s
parametri: by =1, M =1, N=1, 21 =0in p; = 0.8.
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Odziv sistema merimo v decibelih

M N
|H(w)]ap = 2010g [bo| +20 ) "logo Vi(w) — 20 " log, Uk(w) (8.73)
k=1 k=1

Ce bi izracunali H (w) za celotno podro¢je od w = 0 do w = 7 po korakih Aw, bi dobili
amplitudni potek spektra, ki je razviden s slike 8.5a, oziroma njen logaritemski potek 8.5b.
Fazo izra¢unamo za vsak Aw po enacbi (8.66). Potek faze je prikazan na sliki 8.5c.

Skupinsko zakasnitev 7,(w) dobimo z odvajanjem ZH (w) po w. Rezultat je podan v izrazu

N M

Tg(W) _ Z |pk’ B Re(pk ’ e_Jw) ) _ Z |Zk‘ — Re(zk : e_Jw) (874)

L+ [px|* — 2Re(py - e79¢ p 1+ |2x|? — 2Re(zg - €79%)

k=1

[H(w)|

10-log, H(w)|
3 &

o 2 hd T o 2 n ] U2 0
a) b) c)

Slika 8.5: Amplitudni in fazni potek sistema H(z) = 55—

8.5.1 Nicle in poli prvega reda

Vzemimo ni¢lo znotraj enotinega kroga (r < 1) z = r - ¢/“. Ce vzamemo enactbo

_ H%ﬂ(l — Rk e_jw)
H(WO) = bo H}]CV:1(1 e e—jw) (875)

V tem primeru je
H(w)=1—2z,-e¥
=1—r-ef. e (8.76)
1 —r-cos(w—0)+ jrsin(w — 0)

Amplitudni potek je

|H.(w)| = /1 — 2rcos(w — ) + 12 (8.77)

oziroma

201og,o |H.(w)| = 101og,o[1 — 27 cos(w — 6) + 7] (8.78)
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Fazni potek je podan z

- sin(w — 6)

] (8.79)

0,(w) = arctan[l oo — 0)

Skupinsko zakasnitev dobimo z odvajanjem (8.77)

2
9, r?—rcos(w—0)
7y W) = 1 —2rcos(w—0)+12 (8.80)

Potek amplitudnega in faznega spektra je razviden s slike 8.6 in sicer za r = 0.7 in § = 0,

5 in m. Maksimalna vrednost amplitudnega spektra |H(w)| je pri w = 7 4 6 in minimalna pri

w=740.
Iz slik 8.6 vidimo, da se s priblizevanjem r k enotinemu krogu ostri oblika negativnega vrha

amplitudnega poteka. Na sliki 8.7 pa je prikazana geometrijska razlaga vseh potekov. Ker

1

vemo, da imamo v nafem primeru H(z) =1 —7r-e/?. 271 in pol v z = 0 in eno niclo, sledi, da

je
H) = 5 = Vi) (8:81)
ter
0. (w) =0(w) —w (8.82)

V(w) ima najmanjso vrednost pri w = 6 in najvecjo pri w = 6 + 7. V primeru, ko pa nicla
leZi zunaj enotinega kroga (r > 1), je tudi potek H(w) ekvivalenten poteku V' (w). Amplitudni
potek spektra je enak kot v predhodnem primeru z r < 1, kar lahko sklepamo po sliki 8.6, le
fazni potek pozna preskok ¢im pridemo s podroé¢ja z r < 1 na podrocje z r > 1.

Namesto nicel lahko tudi govorimo o polih. V tem primeru je po analogiji

1 1

H = — = . . -
p(w) =7 s Tl B (8.83)
Potem lahko tudi postavimo analogijo za vse tri odzive:
[ Hy(w)|ap = —|H.(w)|ap
ZH,(w)=—ZH,(w) (8.84)

h(w) = —7;(w)

Vidimo, da so poteki enaki, le da za primer polov pomnozimo poteke nicel s faktorjem -1.

8.5.2 Kompleksno konjugirani pari polov in nicel

Kot v predhodnem poglavju, tudi sedaj predpostavimo primer prenosne funkcije s kompleksno

konjugiranim parom nicel

H(w)=1—-7r-e? e (1 —r-e. %) (8.85)
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20-log, H(o)]

L
-mi2 0 2

L L
k. -2 0 2

Lego nicel kaze slika 8.9

L
-2

L
2 n

L
-mi2

L
2 n

Amplitudni potek v decibelih je podan z izrazom:

L
-mf2

L
2 n

Slika 8.6: Amplitudni in fazni poteki ter skupinske zakasnitve za razli¢ne r in za 6 = 0

|H.(w)]ap = 101ogyo[1 + 72 — 27 cos(w — )] + 101ogyo[1 + 72 — 27 cos(w + 6)]

Fazni potek je podan z:

r-sin(w — 6)

0,(w) = arctan(

1—r7r-cos(w—0)

+ arctan(

r - sin(w + 0)

1 —7r-cos(w+0)

)
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Im(z)
A

Slika 8.7: Geometrijski prikaz poteka H,(w) = V(w), v primeru, ko je ni¢la znotraj kroga z

r=1.

Im(z)
A
/ Uo) A1) o P©)
®
0
\ | 1 :

Slika 8.8: Potek H(w) za ni¢lo z r > 1 (geometrijski prikaz).

in skupinska zakasnitev:
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Im(z)
A

0,()

A /
» Re(z)

Vi)

0, ()

Slika 8.9: Kompleksno konjugiran par nicel znotraj kroga r < 1.

; r? —rcos(w — 0) r? —rcos(w + 6)
T (w) = +
1—2rcos(w—0)+1r2 1—2rcos(w+0)+r?

(8.88)

Im(z)
A
0,(w) :
V()
0 » Re(z)
Vi)
0,(»)

Slika 8.10: Kompleksno konjugirani pari nicel zunaj kroga r > 1.



8.5. Rac¢unanje frekvenc¢nega odziva sistema 175

Ce imamo pole kot kompleksno konjugirane pare, tedaj dobimo po analogiji poteke, ki so

podobni potekom kompleksno konjugiranih nicel:

| Hy(w)lap = —|Hz(w)]an
Oy(w) = —0,(w) (8.89)
TP(w) = —77(w)
Geometrijska predstavitev kompleksno konjugiranih parov polov je prikazana na sliki 8.11

Im(z)

A

Slika 8.11: Geometrijska predstavitev amplitudnega in faznega poteka pri kompleksno konjugi-

ranih polih.

Frekvenéni odziv je maksimalen pri w = 0. Clena Uy(w) in Us(w) lahko izrazimo kot:

Ui(w) = [1+ 72 — 2rcos(w — 0)]

(8.90)
Us(w) = [1 + 72 — 2r cos(w + 6)]

N= =

Uy(w) ima maksimalno vrednost (1 — r) pri w = 6, Us(w) pa ima maksimalno vrednost

(1 —7) pri w = —6. Produkt U;(w) - Us(w) ima maksimalno vrednost pri
2

- cos 0) (8.91)

w, = cos

kar je resonancna frekvenca z najvec¢jim amplitudnim odzivom.
Vidimo, da so sita 1. in 2. reda osnovni bloki, s katerimi gradimo druga sita, predstavljena

v splosni obliki:

N
T e T
H(z) = [[ Rt 2T on = (8.92)

iy 1+ Qg ° z~1 + A, - 272
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Poglavje 9
Frekvencno selektivna sita

Filter je sistem, ki lo¢uje nekatere objekte ali parametre vhodnega signala od dela, ki ga dobimo
na izhodu sistema. Najlaze si razlozimo delovanje mehanskih sit, ki ali ¢istijo zrak prasnih
delcev, ali pa loc¢ujejo vecje objekte od drobnejse vsebine.

V komunikacijskih sistemih obicajno poizkusamo iz vhodnega signala odstraniti dele signala,
ki so ali moteci, ali pa zelimo identificirati doloCene signale v vhodnem signalu.

Obicajno obravnavamo linearna, ¢asovno neodvisna sita, kjer spekter vhodnega signala
X (w) spremenimo glede na prenosno funkeijo sita H (w).

Tako dobimo odziv sistema:

Y(w)=H(w)  X(w) (9.1)

H(w) je prenosna funkcija sistema v frekvenénem prostoru in jo tudi imenujemo uteZna
funkcija oziroma funkcija z oblikovanim spektrom. Obicajno tovrstna sita uporabimo za spek-
tralno oblikovanje frekvencno izbranega signala. Sita uporabljamo za odpravljanje nezelenega
Suma v signalu, za spektralno izravnavo signalov v komunikacijskih kanalih, za detekcijo signala

npr. pri radarju, raznih sprejemnikih, za spektralno analizo, itd.

9.1 Popacitev amplitude in faze

Najpreprostejse sito izvaja nalogo ojacanja ali zakasnitve signala. Tovrstna idealna sita se

imenujejo sita brez popacenja. V takem situ je izhod signala dolo¢en z izrazom:
y[n] = C - xz[n — ny (9.2)

kjer je x[n] vhodni signal, y[n| izhodni signal, C' faktor oja¢enja oziroma skalirni faktor, ter

ng zakasnitev sita. Frekvencni odziv sita je v tem primeru:
Hw)=C-e7%" za w; <w < wsy (9.3)

177
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Amplitudni odziv tovrstnega sita (9.2) je konstanten na celotnem obmodju frekvenénega
pasu, faza pa je na tem podrocju linearno odvisna od frekvence. Fazni odziv idealnega za-
kasnitvenega sita je linearna funkcija frekvence: 0(w) = —w - ng. Vsako odstopanje sita od
idealnega H(w) (9.3) pomeni popacitev signala. Ce se znotraj opazovanega frekvenénega pasu
pojavijo amplitudna nihanja, govorimo o amplitudnem popacenju. V primeru, da potek faze ni
linearno odvisen od frekvence znotraj opazovanega frekven¢nega pasu, pa govorimo o faznem
popacenju. Namesto, da analiziramo fazni odziv, raje uporabimo kot orodje analize popacenja
kar zakasnitev ovojnice, oziroma skupinsko zakasnitev. Ta je dolocena z izrazom:

o df(w)
v dw

(9.4)

Ce nastopijo spremembe 7, v odvisnosti od frekvence, govorimo o popacenju zakasnitve.

Drug primer popacitve faze je takoimenovana popacitev zakasnitve faze dolocene z izrazom:

Tph = —@ (95)

Obicajno uporabljamo kot merilo popacitve faze skupinsko zakasnitev (group delay), kjer

predpostavljamo, da je faza f(w) linearna in zvezna funkcija na podro¢ju 0 < w < 7.

9.2 Vzrocnost in sita

V predhodnih poglavjih smo Ze veckrat nakazali, da je nemogoce realizirati idealna sita, lahko
pa se tej realizaciji le priblizamo. Ponovno si oglejmo ta problem: Vzemimo impulzni odziv

hln| idealnega nizkopasovnega sita s frekvencéno karakteristiko:

H(w) = {1’ ] < we (9.6)

0, we<|w|l <7

Impulzni odziv h[n] taksnega sita je sinc funkcija:

Le, zan=>0
hin] = {& ) 20 (9.7)

Tovrstno sito bi moralo imeti koeficiente, katerih indeks bi tekel od —oo do co. V tem
primeru tudi h[n| ni absolutno konvergenten; iz obeh razlogov torej tovrstno sito ni izvedljivo
v realnih aplikacijah.

Idealno sito je nekavzalno in to je tudi vzrok, da takega sita ne moremo realizirati. O¢itno
je tudi, da je Sirina h[n] obratno proporcionalna pasovni 8irini sita w.. Z naras¢anjem pasovne

Sirine sita se ozi impulzni odziv sita h[n|, ki se s Sirjenjem Sirine w, vedno bolj ozi. V primeru
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0.8 q

06 4

-0.2

04 1 1 1

Slika 9.1: Odziv idealnega sita na enotin impulz.

vseprepustnega sita o < w < 7w dobimo impulzni odziv enak enotinemu impulzu. V primeru
zakasnitve vzorcev ng ima idealno nizko sito linearno fazo (9.2, 9.3), ki pa je tudi realno
neizvedljiva, saj vsa idealna sita niso kavzalna. Zato se vprasamo, kaksnemu pogoju moramo
zadostiti, da je H(w) kavzalno sito. Odgovor daje Wiener-Paleyev teorem, ki pravi: Ce vsebuje

hln] konéno energijo in ¢e velja da je h[n] =0 za n < 0 potem je:

/7T |In |H(w)]||dw < o0 (9.8)

To pa pomeni, da ¢e je |H(w)| integrabilen in ¢e je izraz (9.8) kon¢en, potem obstaja za tak

amplitudni potek |H (w)| ustrezen fazni potek 6(w) tako, da je sito z obliko
H(w) = |H(w)| - e/ (9.9)

kavzalno. To pa pomeni, da je lahko amplituda | H (w)| pri nekaterih frekvencah tudi ni¢, vendar
ne more biti ni¢ na poljubnem uporabnem frekvenénem pasu, saj bi v tem primeru izraz (9.8)
Sel proti oo.

Kavzalnost sistema postavlja doloc¢ene pogoje, oziroma omejitve linearnega ¢asovno neod-
visnega sistema. Kavzalnost postavlja v soodvisnost realno H(w) in imaginarno H;(w) kompo-
nento frekvenénega odziva H(w). Oglejmo si to soodvisnost na primeru razstavitve impulznega

odziva h[n] na sode in lihe komponente:
hln] = hs[n] + hr[n] (9.10)

kjer sta: .
hsn| = E[h[n] + h[—n]] (9.11)
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in
hiln] = 5[h[n] = h[—n]] (9.12)
Ce je hin] kavzalen, tedaj ga lahko rekonstruiramo iz njegovega sodega dela hg[n| za vse
0 < n < oo, ali iz lihih komponent h[n] za vse 1 < n < co.

Torej lahko vidimo, da:
hin] = 2hg[n] - u[n] + hs[0] - §[n] n >0 (9.13)

in
hln] = 2hr[n] - uln| — h[0] - 0[n] (9.14)
Ker je hyn] = 0 za n = 0 ne moremo rekonstruirati h[n| iz hz[n], saj moramo poznati h[0].
Ce primerjamo izraze (9.11) in (9.12) vidimo, da so hg[n] = hy[n] za n > 1. Torej obstaja
povezava med hg[n| in hy[n].
Ce vsota h[n] konvergira k kon¢ni vednosti (BIBO stabilnost), obstaja frekvencéni odziv
H(w), ki je kompleksen:
H(w) = Hp(w) + jH(w). (9.15)

Ce pa je h[n] realen in kavzalen, potem iz lastnosti simetrije Fourierove transformacije sledi:

hsln] <= Hr(w) (9.16)
hiln] <= Hyw)

Ker je h|n] popolnoma dolo¢en Ze z hg[n] sledi, da je H(w) popolnoma dolo¢en s poznavan-
jem Hp(w).

Torej sta Hr(w) in Hy(w) soodvisna in ju ne moremo lo¢eno dolocevati, ¢e naj bo sistem
kavzalen (vzrocen). Pri kavzalnih sistemih (sitih) sta tudi amplituda in faza odziva soodvisna.
Vzemimo, da imamo poznan Hpr(w) ustreznega realnega in sodega niza hg[n] s konéno vsoto.
Na osnovi tega lahko dolo¢imo H(w).

Postopek si poglejmo na primeru:

Primer:

Vzemimo linearen, stabilen in ¢asovno neodvisen sistem z impulznim odzivom h[n|. Dolo¢imo
H(w) na osnovi znanega

1—a-cos(w)

H =
#(@) 1—2a-cos(w) + a?

za |a| <1 (9.17)
Najprej dolo¢imo hg[n]. Kot vemo velja

HR(W> = HR(z)‘z:ejw (918)
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kjer je
o l—alz42Y)-5 z—a(ZP+1);
T l—alz+zYH4+a® (z—a)(l—az)

Podrocje konvergence je omejeno z lego polov p; = a ter ps = %, hkrati pa vemo, da mora

Hp(2) (9.19)

vsebovati enotin krog. Podro¢je je omejeno s poloma |a| < |z| < |1].

Ker je hg[n| dvostranski niz s polom p; = a, ki dolo¢a kavzalni del in s polom py = %, ki
doloc¢a antikavzalni del, uporabimo razsiritev hgn| v delno vsoto

I
hsln] = = - a™ + = - 0[n] (9.20)

2 2

Ce ta izraz vstavimo v predhodno enac¢bo, dobimo
h[n] = a® - u[n] (9.21)

in njegov transform
1

Hw)=—— (9.22)

Cl—a-e v
Iz vseh dosedanjih izvajanj lahko pridemo do pomembnih zakljuckov, ki jih moramo upostevati
pri oblikovanju frekvencno selektivnih sit. Ti so:

e frekvencni odziv H(w) ne more biti ni¢, razen na nekaterih kon¢nih intervalih na frekvenéni

osl.

e amplituda H(w) ni konstantna na kon¢nem frekvencénem podrocju, v prehodnem pasu pa

ne more preiti iz prepustnega v zaporni pas neskonc¢no hitro.
e realni in imaginarni del H(w) sta soodvisna in ju povezuje diskretni Hilbertov transform:
1 s
Hi(w) = ——/ Hgr(X) - cot
2 ),

Posledica te soodvisnosti je medsebojna povezanost amplitudnega in faznega odziva.

w—A

A (9.23)

Ker lastnost kavzalnosti vpliva na lastnosti frekvenénega odziva in ker v praksi ne moremo
realizirati idealnih sit, se bomo omejili na razred ¢asovno neodvisnih sistemov dolocenih z

diferen¢no enacbo:
N M
y[n] = —Zak-y[n—k‘]+Zbk-x[n—k‘] (9.24)
k=1 k=0
katerega frekvencni odziv je

M —jw
H(w) = D ig be e
N —jwk
14+> ja,-ed

Pri nacrtovanju sit je torej potrebno najti take koeficiente sita (9.25) v predhodnem izrazu,

(9.25)

ki se bodo ¢im bolje priblizali idealnemu frekven¢nem odzivu sistema.

V naslednjem podpoglavju si oglejmo nekaj enostavnih metod nacrtovanja sit.
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9.3 Prakticni postopki nac¢rtovanja ter lastnosti sit

Kot smo spoznali, idealnega sita v praksi ne moremo realizirati. Posledica kavzalnosti je tudi
dejstvo, da ne moremo imeti nicelnega frekvencénega odziva H(w) = 0; to se lahko zgodi le na
dolocenih frekven¢nih intervalih. Posledica kavzalnosti pa je tudi dejstvo, da prehodni pas med
prepustnim in zapornim pasom ne more biti neskon¢no ozek.

Pri nacrtovanju sit kljub temu tezimo k idealnim lastnostim sit. Dostikrat ne zahtevamo
povsem konsistentnega amplitudnega poteka |H(w)| znotraj prepustnega ali zapornega pasu.
Zaradi lazje realizacije dopus¢amo dolo¢eno valovitost v prepustnem pasu d; (ripple), v za-

pornem pasu pa tudi dopus¢amo odstopanje znotraj pasu.

Valovitost prepustnega pasu

Prehodni pas
(transition band)

Prepustni pas N Zaporni pas

(pass band) e \; (stop band) >

®, o, As, s

Valovitost zapornega pasu

» M

Slika 9.2: Amplitudne lastnosti fizi¢no realizirajocega sita.

V prehodnem pasu opazujemo amplitudni potek odziva med prepustnim in zapornim pasom.
Frekvenca w, dolo¢a mejo prepustnega pasu, frekvenca w, pa doloca zacetek zapornega pasu.
Sirina prehodnega pasu je torej ws — wp. Sirina prepustnega pasu dolo¢a pasovno Sirino sita.
Valovitost, ki jo dopus¢amo v prepustnem pasu je +6;, v zapornem pasu pa dopuscamo le
valovitost d5. Ker opazujemo amplitudni potek v logaritemski skali, je ena ali druga valovitost
dolocena kot 201log,, 1 in 20log, da.

Pri realizaciji sit moramo doloc¢iti maksimalno valovitost prepustnega pasu, maksimalno val-
ovitost zapornega pasu, mejno frekvenco prepustnega pasu w,, ter zacetno frekvenco zapornega
pasu w,.

Na osnovi teh podatkov izberemo parametre sita {ay} in {bs}, ki omogocajo tako izbiro, da
bo realni odziv ¢im manj odstopal od zaZelenega odziva sita (frekvencénega poteka amplitude

sita).
Oglejmo si, kako nastavljamo parametre sita v programskem okolju Matlaba.

Funkcija FILTER predstavlja enodimenzionalni digitalni filter.
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Y = FILTER(B, A, X) filtrira podatke v vektorju X s filtrom opisanim z vektorji A in B.

Vektorja A in B vsebujeta koeficiente standardne diferen¢ne enacbe:

a(l)-y(n) =b(1) - z(n) +b(2) - x(n—1)+ ...+ b(nb+1) - x(n — nb)

(9.26)
—a(2)-yin—1)—...—a(na+1)-y(n —na)

¢e a(1) ni enako 1, FILTER normira vse koeficiente na a(1).

Imamo Se dve filterski funkciji in sicer FILTER2, ki predstavlja dvodimenzionalni digitalni filter

in FILTFILT, ki predstavlja 'forward and reverse’ digitalni filter z nic¢elno fazo.

Vektorja A in B doloc¢amo s funkcijami CHEBY1 (izdelava Chebyshevega digitalnega in analognega
filtra tipa [), CHEBY2 (izdelava Chebyshevega digitalnega in analognega filtra tipa II), BUT-
TER (izdelava Butterworthovega digitalnega in analognega filtra) in ELLIP (izdelava elip-

ti¢nega ali Cauerjevega digitalnega in analognega filtra).

[B,A| = CHEBY1(N, R,Wy) izdela nizko Chebyshevo sito N. reda z R decibeli valovitosti v
prepustnem pasu. CHEBY1 vrne koeficiente filtra v vektorjih A in B dolzine N + 1. Zaporna
frekvenca Wy mora biti 0.0 < Wy < 1.0, kjer 1.0 odgovarja polovici vzoréne frekvence. Ce je
Wy vektor z dvema elementoma, Wy = [W; W3], nam CHEBY1 vrne pasovno sito reda 2N.
[B, Al = CHEBY1(N, R,Wn, high') izdela visoko sito.
[B,A] = CHEBY1(N, R,Wn, stop) izdela pasovno zaporno sito, ¢e je Wy = [W; W|.

Red filtra CHEBY1 dolo¢amo s funkcijo CHEB1ORD.

[N,Wn] =CHEBIORD(Wp,Ws, Rp, Rs) vrne red N digitalnega Chebyshevega filtra tipa
I najnizjega reda, ki ima valovitost v prepustnem pasu najve¢ R, [dB] in slabljenje v zapornem
pasu najmanj R, [dB]. W, in Wj sta robni frekvenci prepustnega in zapornega pasu, normirani
od 0 do 1, kjer 1 odgovarja 7 radianom. Na primer,

Nizko sito: Wp = .1, Ws = .2

Visoko sito: Wp = .2, Ws = .1

Pasovno sito: Wp = [.1 .8], Ws = [.2.7]

Pasovno zaporno sito: Wp = [.2.7], Ws = [.1 .§]

CHEB1ORD vrne tudi Wy, Chebyshevo naravno frekvenco.

[B,A] = CHEBY2(N, R,Wy) izdela nizko Chebyshevo sito N. reda z R decibeli slabljenja v
zapornem pasu. CHEBY2 vrne koeficiente filtra v vektorjih A in B dolzine N 4+ 1. Zaporna
frekvenca Wy mora biti 0.0 < Wy < 1.0, kjer 1.0 odgovarja polovici vzoréne frekvence. Ce je

Wy vektor z dvema elementoma, Wy = [W; W], nam CHEBY?2 vrne pasovno sito reda 2N.
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[B, Al = CHEBY2(N, R,Wn, high') izdela visoko sito.
[B,A] = CHEBY2(N, R,Wn, stop) izdela pasovno zaporno sito, ¢e je Wy = [W; Wa|.

Red filtra CHEBY?2 dolo¢amo z uporabo funkcije CHEB20ORD.

[B,A] = BUTTER(N,Wn) izdela nizko Butterworthovo sito N. reda in vrne koeficiente sita
v vektorjih A in B dolzine N + 1. Koeficienti so razvrs¢eni po padajoCi potenci z. Zaporna
frekvenca Wy mora biti 0.0 < Wy < 1.0, kjer 1.0 odgovarja polovici vzorcne frekvence. Ce je
W vektor z dvema elementoma, Wy = [W; W], nam BUTTER vrne pasovno sito reda 2N.
[B,A] = BUTTER(N, R,Wn, high') izdela visoko sito.
[B,A] = BUTTER(N, R,Wn, stop) izdela pasovno zaporno sito, ¢e je Wy = [W; W|.

Red filtra BUTTER dolo¢amo z uporabo funkcije BUTTORD.

[B,A] = ELLIP(N, Rp, Rs, Wn) izdela nizko elipti¢no sito N. reda z R, decibeli valovitosti
v prepustnem pasu in Ry decibeli slabljenja v zapornem pasu. ELLIP vrne koeficiente sita v
vektorjih A in B dolzine N + 1. Zaporna frekvenca Wy mora biti 0.0 < Wy < 1.0, kjer 1.0
odgovarja polovici vzoréne frekvence. Ce je Wy vektor z dvema elementoma, Wy = [W; Ws],
nam ELLIP vrne pasovno sito reda 2/N.

[B,A] = ELLIP(N, Rp, Rs, Wn," high') izdela visoko sito.

[B, Al = ELLIP(N, Rp, Rs, Wn, stop') izdela pasovno zaporno sito, ¢e je Wy = [W; Ws).

Red filtra ELLIP dolo¢amo z uporabo funkcije ELLIPORD.

Primer:
Oglejmo si funkcijo v Matlabu, ki filtrira audio signal. Najprej vodimo signal skozi “antialiasing”

sito, nakar ga paket Matlab reproducira s pomodcjo standardne naprave WAVE (zvocnika).

Datoteko WAVE najprej prenesemo v okolje Matlab. To izvedemo s pomocjo funkcije “wavread”:

in = wavread("imeW AV Edatoteke’)
(Opozorilo: datoteka WAVE se mora nahajati v trenutnem Matlabovem direktoriju), nakar

pristopimo k dejanskemu filtriranju datoteke WAVE:
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function filter play(in, F's, Wp, W s, Rp, Rs)
%in..vhodna matrika, dobljena z uporabo funkcije 'wavread’
%Fs...frekvenca vzoréenja, mora odgovarjati frekvenci vzoréenja originalne datoteke WAVE
%Wn...zaporna frekvenca, mora biti 0.0 < Wn < 1.0, kjer 1.0 odgovarja polovici vzoréne
frekvence
%Wp,Ws...robni frekvenci prepustnega in zapornega pasu, normirani od 0 do 1, kjer 1
odgovarja pi radianom, za nizko sito mora biti Wp < Ws
%Rp...valovitost v prepustnem pasu v [dB]
%Rs...slabljenje v zapornem pasu v [dB]

[N, Wn] = cheblord(Wp, Ws, Rp, Rs);

(B, A] = chebyl(N, Rp, Wn),

out = filter(B, A,in);

wavplay(out, F's);

9.4 Realizacija FIR sit z linearno fazo

Sita tipa FIR lahko realiziramo z linearno fazo, medtem ko sita tipa IIR nimajo linearne faze.
V mnogih resitvah prenosa signalov potrebujemo sita z linearno fazo. Pri kodirnih ali
modulacijskih postopkih je velikokrat linearnost faze zelo pomembna za pravilno razpoznavanje

signala, zato se sita tipa FIR Cesto uporabljajo. Vzemimo FIR sito dolzine M:
M-1
H(w) =) bp-e /™" (9.27)
k=0

Koeficienti {by} so ekvivalentni vrednostim impulznega odziva tega sita:

b, 0<EkE<M-1

hpj=4 " "0 (9.28)
0, drugace

Lastnost linearnega poteka faze dobimo z upostevanjem simetri¢nosti koeficientov sita. Kot

ze vemo, poznamo sodo in liho simetri¢nost koeficientov oziroma h[n]. Vzemimo simetri¢nost
hin] = h|]M — 1 — n] (9.29)

Ce sito zadosti omenjenim pogojem ima sito linearno fazo.
Pri tem imamo lahko liho ali sodo $tevilo koeficientov, na primer pri M = 5 (liho) imamo
slede¢o simetrijo: h[0] = h[4]; h[1] = h[3] in h[2]. Simetrija koeficientov je okoli koeficienta h[2].

Odziv sistema v frekvenénem prostoru je
H(w) = h[0] + h[1]e™7* + h[2]e 2 + h[3]e 3% + h[4]e 71 =

| | ' | , (9.30)
= e 772(h[2] + h[0]e?* + h[4]e™7% + h[1]e?* + h[3]e™7¥)
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Ce upostevamo ze omenjeno simetrijo koeficientov dobimo:
H(w) = e 72(h[2] + 2h[0]cos(2w) + 2h[1]cosw) (9.31)

Izraz v oklepajih je realen za vse w in mu lahko dodamo indeks r, kar ne pomeni realnega

dela Hr(w) splosnega izraza H(w).
H,(w) = (h[2] + 2h[0]cos(2w) + 2h[1]cosw) (9.32)
oziroma tako je
H(w)=e7. H,(w) (9.33)

kjer sta amplitudni potek frekvencénega odziva:
|H(w)| = [Hr(w)] (9.34)

in fazna karakteristika sita:

b(w) { —2w, Ceje Hp(w)>0

(9.35)
—2w+m, ¢eje H.(w)<0

Vidimo, da je fazna karakteristika #(w) linearna funkcija w in je odvisna le od predznaka
H,(w). Pri spremembi predznaka pride do faznega preskoka za 7 radianov.
Ce je M sodo stevilo imamo sledeco simetrijo koeficientov: h[0] = h[3], h[1] = h[2].

Frekvenéni odziv takega sistema je:

H(w) = h[0] + h[l]e™ + h[2]e 7% 4 h[3]e~73»

- 3w - 3w - 3w ) ) (936>
=e 72 (h[0]e’z + h[3|le™?2 + h[l]e?z + h[2]e772)
7 upostevanjem simetrije koeficientov dobimo
3w 3
H(w)=e 7% [2h[0]cos(7w) + 2h[1]cos(g)] (9.37)

Kot v prejsnjem primeru je tudi sedaj izraz v oklepaju realen za vse w. Tako lahko zapisemo
H(w)=e7% - H.(w) (9.38)

kjer sta odziva:
|H(w)| = [Hy(w)] (9.39)

n

O(w) =

{ —% . Ceje Hy(w)>0 (9.40)

% 4 Ceje Ho(w) <0
Kot vidimo je fazni potek linearen, vse dokler ne pride do spremembe znaka H,(w). V tem

primeru pride do preskoka faze za .
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Iz obeh primerov lahko sklepamo, da je odziv sistema FIR z M simetri¢nimi koeficienti
podan v obliki

H(w) = Hr(w)e‘jww{l)

(9.41)
kjer je
M-3
M -1 2 M-1 )
Hy(w) = h[——]+2 nz% hln] - cos(w(=—5——n))  zalihe M (9.42)
oziroma
= M1
H,(w)=2 Z hin] - cos(w( —n)) za sode M (9.43)
n=0 2
Fazni potek pa je za sode in lihe M podan z izrazoma
M-L H,(w) >0
0(w) “(T), s H(w) (9.44)
T—w(®),  za H(w)<0

Vidimo, da moramo v primeru lihega stevila M poznati le % koeficientov, v primeru
sodega stevila M pa le % koeficientov.

V primeru antisimetri¢nega odziva je h[%} = () ¢e imamo liho stevilo koeficientov M.
Izbira simetri¢nega ali antisimetri¢nega odziva je odvisna od podroc¢ja uporabe sita. Tako

antisimetri¢ni odziv ni uporaben za nizkoprepustna sita FIR, simetri¢ni odziv pa vodi k nenicel-
nemu odzivu pri w = 0. V tem primeru je

M1, &
H,(0) = h[——] +2 > hin]  zalihe M (9.45)
n=0
M
H,.(0) =2 Z h[n] za sode M. (9.46)
n=0

Iz zgornjih enacb dobimo niz linearnih enach, katerih reSitev daje vrednosti koeficientov
sita FIR. Torej da resimo sistem enacb za 21 M1

ML ali =L ali & vrednosti H,(w) enakomerno
porazdeljenih po frekvencni osi na podroc¢ju 0 < w < 7.

Torej ¢e izberemo tocke wy na frekvenc¢ni osi, kjer je

wp = 27 - k, pri k=0,1,...,2- zalihe M

’ 9.47
in k=0,1,. %—1 za sode M ( )

ey

in ko dolo¢imo koeficiente ay,, v izrazih:

2
9.48
Ak pri n= % za vse k ( )
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tedaj lahko zapiSemo niz linearnih enacb v obliki:

M-1
> nlo tknhin] = Hy(wg) k=0,1,..., 2% zalihe M (9.49)
M .
Sy amh[n] = Ho(wy)  k=0,1,...,%2 —1 zasode M

. . . . L . . M—1
V primeru antisimetri¢nega odziva moramo dolociti vrednost tega odziva v tockah % za

lihi M, ter v % tockah za sodi M.
V tem primeru je H,(0) = 0 neodvisen od izbire {h(n)}. Pri lihih M dolo¢itev v w = 0 ne

igra vloge ¢e imamo opraviti z antisimetri¢nim odzivom H,(w) v % enakomerno razmaknjenih

toc¢kah. Tocke dolo¢imo z

2 1
Mﬂk za k=12 .M~ (9.50)

Wy =

V primeru sodega M pa potrebujemo % tock na frekven¢ni osi. V tem primeru, ¢e ne
moremo uporabiti tocke w = 0, pa uporabimo tocko pri w = .

Tako dolo¢imo frekvenc¢ne tocke v katerih dolo¢imo H,(w) in iz nijh niz {bs}

_ 27k _ M-—1 :
Wr = T7, k=1,2,...,75= zalihe M (9.51)
k=1,2,....,% zasode M

Druga moznost izbire tock na frekvencni osi, pri kateri se izognemo problemu pri w = 0, ali

1

pri w = 7 je predstavljena s premikom 3

wk:%ﬂ(k+%)7 kE=0,1,... @ za lihe M (9.52)

U

To predstavlja premik za 17

iz osnovnega niza QM” Tako dobimo nov izraz za koeficiente

M-1

—n) (9.53)

bin, = 28inwy(

7 uporabo tega izraza v predhodnih enacbah dobimo nov niz enacb za antisimetri¢no sito
tipa FIR:
M-=3
S0 20 brnh[n] = H,(wy), k=1,2,..., 221 zalihe M
M_
S binhin] = Hy(wr,)  k=1,2,..., % zasode M.

w‘

(9.54)

Primer:

Doloéi enotin odziv {h[n]} sita FIR z linearno fazo dolzine M = 4, katerega frekvencni odziv

jevw=0inw=2: H(0)=1in H.(%) = 1.

Problem je enostaven, saj reSujemo sistem z dvema parametroma h(0) in h(1). Tako dobimo

niz enacb
aooh[O] + (l(nh[l] = Hr<0) =

(9.55)
aloh[O] + allh[l] - HT(%)

N[=
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kjer so
ago = 2, ag = 2 (9.56)
aip = —\/57 apl = \/§
Matri¢na enacba, ki jo dobimo iz enacb je
A-h=H, (9.57)

kjer je

2 2 ~ [nfo] i
B I o

hl0] = 2=(v/2 — 1) = 0.0732232 = h[3]

42 (9.59)
h[1] = 735(V2 +1) = 0.4267766 = h[2]
Frekvenc¢ni odziv sistema je:
H(w) = Hy(w)e 7% (9.60)
kjer je
2 3
H(w) = \/T_Wi ~ 1eos + (V2 + 1)cos] (9.61)
Slika 9.3:
Primer:

Dolo¢i enotin odziv {h[n]} sita FIR z linearno fazo dolzine M = 5, katerega frekvencni odziv

jevwzo:Hr(O)zl,Vu}:%’T:Hr(%)zginvw:‘%:Hr(?’r):%.
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Zaradi simetrije velja: h[4] = h[0] in h[3] = h[l], zato iS¢emo samo tri parametre, h[0], h[1]

in h[2]. Dobimo sistem enacb

aooh[O] + Cl()lh[l] + aozh[ﬂ = HT(O) =1

a10h[0] + anh[1] + arph[2] = H, () =2 =06 (9.62)
as0h[0] + axnh[1] + axnh[2] = H,(F) = =
kjer so
agy = 2, agr = 2, agz =1
4o = —1.6180, ayy = 0.6180, @ =1 (9.63)

QAo = 06180, 91 — —16180, 99 — 1

Matri¢na enacba je

A-h=H, (9.64)
kjer je
2 2 1 h[0] 1
A= |[-1.6180 0.6180 1 h = |h[1] H, = 10.6 (9.65)
0.6180 —1.6180 1 h[2] 0.2

Resitev sistema enacb je
h[0] = 0.0306 = h[4]

h[1] = 0.2094 = h[3] (9.66)
h[2] = 0.5200
Frekven¢ni odziv sistema je:
H(w) = H(w)e 7> (9.67)
kjer je
H,(w) = (0.5200 + 0.0612 - cos(2w) + 0.4188 - cosw) (9.68)

9.5 Projektiranje digitalnih sit z metodo razvrséanja polov
in nicel v ravnini 7Z

Kot smo spoznali v poglavju o vplivu lege polov in nicel na ¢asovno obnasanje signala, lahko
iz vseh dosedanjih razmisljanj zaklju¢imo, da moramo pri poudarjenih frekven¢nih odzivih
postaviti pole blizu enotinega kroga, kjer Zelimo poudariti ali ojaciti dolo¢ena frekvencéna po-
droc¢ja. V primeru, ko pa zelimo zmanjsati vpliv posameznih frekvenc, moramo na tem podroc¢ju
postaviti ni¢lo na enotin krog. Seveda moramo upostevati spoznanja iz ze omenjenega poglavija,
kjer smo ugotovili, da moramo vse pole postaviti znotraj kroga enote, ¢e Zelimo realizirati sta-
bilno sito. Prav tako moramo v primeru kompleksnih polov ali nic¢el upostevati Se njegov

konjugirano kompleksni par. S tem dosezemo da so koeficienti sita realni.
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Ce se povrnemo k zapisu prenosne funkcije H(z)|,—; s poli in ni¢lami:

_ _ Soalg bz T, (1 — 2 - 271
H(z)|;=1 = H(w) = i —~ N =)
L+ i ak- 2 [Tiei (1 —pi-271)

Koeficient by uporabimo kot normirano vrednost prenosne funkcije H(z) pri izbrani frekvenci

|T:1 = bo |r:1 (9.69)

wp. Pri tem je absolutna vrednost amplitudnega frekvencénega poteka
|H(wo)| = 1. (9.70)

Obic¢ajno je N > M, kar pomeni, da ima sito ve¢ netrivialnih polov kot nicel.

Oglejmo si nekaj primerov razvrstitve polov in nicel za enostavna nizka, visoka ali pasovna
sita. Hkrati pa Se poglejmo sita, ki jih pogosto srecujemo v komunikacijskih ali merilnih sistemih
kot so sita z zarezo, resonator, oscilator, v posebnem poglavju pa smo si ze ogledali tudi sita z
minimalno fazo.

Kot smo ze dejali, moramo z ni¢lami zadusiti frekvence, ki jih Zelimo potisniti v amplitudnem
poteku |H (w)|, s poli pa frekvence poudarimo. Tako pole postavimo v blizino enotinega kroga,
nicle pa na enotin krog. Pri nizkem situ postavimo pole blizu nizkih frekvenc, torej z radijem
pola 7, < 1 in blizu (w = 0), ni¢le pa postavimo v podro¢ju w = 7 na sam krog enote.

Vzemimo enostavno nizko sito s prenosno funkcijo

1-a
Ha(Z) = m (971)

Sito ima pol na pozitivni realni osi z radijem a in nic¢lo v izhodis¢u. Za a = 0.9 dobimo

razpored polov in nicel s slike 9.4a.

Im(z) Im(z)
A

A

9 5 Re(z) % 5 Re(®)

Slika 9.4: Lega polov in nicel dveh nizkopasovnih sit.
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Ce si ogledamo potek amplitude in faze vidimo, da amplitudni potek ne zagotavlja nicelnega
odziva pri w = m, zato moramo prestaviti niclo iz izhodis¢a v tocko w = +m. Tovrstno
razporeditev korenov vidimo na sliki 9.4b, fazni potek pa na sliki 9.5. Prenosna funkcija nizkega
sita s premaknjenim polom v w = 7 je:

l—a 1427
_loe 1te (9.72)

9 1—q-21

20-log, |H(o)]

()

Slika 9.5: Amplitudni in fazni odziv sit H,(w) in Hy(w).

Z zrcaljenjem polov in nicel okoli vertikalne (imaginarne) osi v ravnini Z, dobimo iz nizkega
visoko in iz visokega nizko sito. V tem primeru dobimo iz nizkega sita visoko sito, katerega

prenosna funkcija je
l—a 1-271

2 1+a -z
Frekvencni in fazni odziv tega sita sta razvidna s slike 9.6.

H.(w) = (9.73)

Enak postopek uporabimo pri pasovnih sitih. Pri tem moramo vsakemu kompleksnemu
korenu prirediti Se njemu kompleksno konjugiran par, ¢e Zelimo imeti realen pol. Tudi v tem
primeru se poli nahajajo znotraj, a blizu enotinega kroga.

Oglejmo si primer postopka izvedbe pasovnega sita.

Naj bo wy = § osrednja frekvenca pasovnega sita. V frekvencénih tockah w =0 in w = 7 je

. . . o 4_71— . . L
odziv 0 in pri w = & je odziv 7
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Slika 9.6: Amplitudni in fazni potek H.(w) in 6.(w)
Jasno je, da imamo pola p; o =17 - e*7% in nicle pri z; = 1 in 29 = —1.
Prenosna funkcija H(w) sistema je:
1—2H(1+ 271 -1 1 21
Hw)y =g A= J)Ur=) o EmDERD gz (9.74)
(1 —jre=7wz=1)(1 4 jretivz=1) (z —jr)(z+ jr) 22 412
Ojacenje G doloc¢imo iz odziva H(w) pri w = 5. Tako dobimo izraz
T 2 1—7?
H(Z) =G =1 G = 9.75
(5) =013 - 2 (9.75)
Vrednost radija pola r dolo¢imo iz odziva v w = %’r
47 (1 —r?)? 2 — 2cos(8T) 1
Hw=—)?= . 2 == 9.76
[H{w 9 ) 4 1474+ 27‘2005%7r 2 (9.76)
Iz tega izraza dobimo
r? =0.7 (9.77)
Prenosna funkcija ustreznega sita je torej:
1—272
H(z)=015——. 9.78
(2) 140.7272 (9.78)

Iz dosedanjega razmisljanja smo le spoznali, kako vplivajo poli in nicle na same lastnosti

sita. Sami prikazani postopki niso primerni za nadrtovanje realnega sita, saj je red realnega



194 9. Frekvenéno selektivna sita

sita neprimerno vecji, kot pa smo jih obravnavali do sedaj. Dosedanje razmisljanje le omogoca

izdelavo rac¢unalniskih programov in pravilno razumevanje tako dobljenih rezultatov.

9.6 Transformacija nizkega v visoko sito

Ta postopek je primeren le tedaj, ko imamo znano strukturo nizkega sita in Zelimo na osnovi
frekven¢nega pomika realizirati visoko sito.

Vzemimo impulzni odziv nizkega sita hy,[n], katerega frekveneni odziv je Hy(w). Ce si
zamislimo ravnino Z, s krogom enote in poli blizu w = 0, tedaj lahko s premikom polov in nicel

za m radianov dobimo iz nizkega sita visoko sito. Torej namesto w piSemo w — 7. 7Z izrazom
Hpy(w) = Hyp(w — ) (9.79)

dobimo visoko sito katerega frekven¢ni odziv je Hj,(w). Frekvenéni pomik za 7 radianov
pa je ekvivalenten mnoZzenju hy,[n] z /™. Na osnovi tega spoznanja dobimo impulzni odziv

visokega sita

hipln] = e hipn] = (=1)" - hyp[n] (9.80)

Vidimo, da se impulzni odziv nizkega sita pretvori v impulzni odziv visokega sita tako, da
lihim koeficientom niza {h[n]} spremenimo predznak.

Splosen izraz frekven¢nega odziva visokega sita je

2240( )k e_jWk (981)
L4 325, (= 1)kay - emdwh

th(w) =

oziroma njegov odziv v ¢asu

y[n]:—Z( Dfay - yn — k +Z by - x[n — k] (9.82)

k=1
Primer:

Imamo nizko sito podano s prenosno funkcijo

2l —a
Hlp(Z) = m, a<l1 (983)

Z zrcaljenjem polov in nicel preko imaginarne osi v ravnini Z dobimo prenosno funkcijo

visokega sita:

21 +a
Hip(2) =~ (9.84)
ker je
-1
a—z
Hypy(2) = — (9.85)

1—az!
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in ¢e 27! nadomestimo z —z~! dobimo zgornji izraz za Hy,(z).

Do istega rezultata pridemo ¢e uporabimo enac¢bo (9.79):

1—aed@=™ 1 —qgelve i™ 14 qel¥ 1+ ae’®
Hpy(w) = Hp(w —m) = = = = (9.86)

eilw—m) _ ¢ elwe—it _ g —elw — g v 1+ q .

9.7 Primeri nekaterih tipi¢nih sit

9.7.1 Digitalni resonator

To sito je tipi¢no ozkopasovno sito s konjugirano kompleksnima poloma, katerih radij je nekoliko

manjsi od radija enotinega kroga (slika 9.7).

Im(z)

A

Slika 9.7: Razpored polov in nicel digitalnega resonatorja.

Najvecji odziv doseze resonator pri w = wy, torej pri paru polov dolocenim s
pro =1 - e 0<r<l1 (9.87)

Obicajno je nicla locirana v izhodis¢u ravnine Z ali pa pri z = —1.
Prenosna funkcija resonatorja je dolo¢ena z izrazom:

bo bO

(1 — reswoz=1)(1 — re—iwoz—1) 1 (2rcoswg)z=t 4+ 1222

H(z) = (9.88)

Ker opazujemo frekvenéni potek H(w) po enotinem krogu, dobimo ojacenje by iz pred-

postavke, da je |H(wp)| = 1.
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Tako dobimo

bo bO
H = , . . — = —. 9.89
(o) (1 — redwoe=iwo)(1 — re=dwoe=iwo) (1 —r)(1 — re—i2wo) (9.89)
Ker je )
Hw)|=1= = . 9.90
H(w)] (1 —7)V1+ 72— 2rcos2w (9-90)
Od tu izracunamo
bo = (1 — 7)1+ 72 — 2rcos2uwy. (9.91)
S slike 9.7 vidimo, da je ;
|H (wp)| - (9.92)

)] [Tz ()]
kjer sta Uy (w) in Us(w) vektorja, ki kazeta iz polov p; in py v to¢ko na enotinem krogu wy.
Potek faze doloca izraz

O(w) =2w — ¢1(w) — Pa(w) (9.93)
kjer sta ¢ (w) in ¢o(w) kota, ki ju objemata pola z absciso. Najvecji odziv |H (w)| dobimo, ko
je v (9.92) produkt U (w) - Us(w) minimalen. Produkt pa je minimalen pri resonané¢ni frekvenci

Wy = Wy
1+ 72

r

w, = arccos( cos(wp))- (9.94)

Cim blizje je r; krogu enote, tem ostrejsi je odziv (strmejsi so boki frekvenénega odziva

resonatorja na sliki 9.8).

9.7.2 Sito z zarezo

Sito z zarezo ima ravno nasprotne lastnosti, kot smo jih videli pri resonan¢nem situ. Tako sito
z zarezo enako poudarja vse signale, razen signal wg, ki ga zelimo izsejati iz vhodnega signala.
Signal lahko izsejemo tako, da signal s frekvenco wy zadusimo s prisotnostjo nicel na enotinem
krogu pri w = wy. Tako je konjugirano kompleksni par nicel: z; 5 = €70 in frekvencni odziv

sita z zarezo je:
H(2)|p=1 = bo(1 — ejwoz_l)(l — e_jwoz_l) = bo(1 — 2coswy - 2t z_2) (9.95)

Ce Zelimo iz signala odpraviti frekven¢no komponento wy = 7 postavimo niclo na enotin
krog pri w = wy.

Kot lahko sami opazimo je pasovna Sirina tega sita prevelika, saj z njim dusimo frekvence,
ki jih ho¢emo ohraniti.

Ce zelimo zoziti pasovno §irino, moramo povecati red FIR sita, ali pa vpeljemo poleg nicel

Se kompleksno konjugiran par polov:

pro =1 eI, (9.96)



9.7. Primeri nekaterih tipi¢nih sit 197

(o)

Slika 9.8: Potek frekvenc¢nega in faznega odziva resonatorja za razli¢ne r: r; = 0.8 in ro = 0.96.

S tem ko smo vpeljali pol v bliZino nicle, se je povecala strmina sita okoli zareze wy. V tem

primeru je prenosna funkcija tako dopolnjenega sita z zarezo:

1-2 27! -2
H(z) = coswp -z~ + 2z (9.97)

1 —2rcoswy - 271 + 12272

V naSem primeru, ko Zelimo izsejati frekvenco wy = 7 je potek frekvencnega in amplitudnega

spektra razviden s slike 9.10 in sicer za r = 0.95.

9.7.3 Vsepasovno sito

Lastnost vsepasovnega sita je v konstantnem amplitudnem odzivu na celotnem frekven¢nem
podrocju 0 < w < 7.
|H(w)| =1 zavse 0<w<T7 (9.98)

Najenostavnejse vsepasovno sito je zakasnilni ¢len s prenosno funkcijo
H(z)=zF (9.99)

Ta sistem prepusca vse signale, le da jih zakasni. ZanimivejSe pa je vsepasovno sito s
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Slika 9.9: frekvencni in fazni odziv sita z zarezo pri wg = § (f =

o=

).

prenosno funkcijo:

_ _ _ _ N _
ay+tan_1-z P taya-z P4 dap - VT 4N S a2 VR
o1 N = N "

1—|—a1 z +...+any-% Ek:oak'z

H(z) =
(9.100)

Vsi koeficienti {ay} so realni. Kot je razvidno iz enac¢be (9.100) je imenovalec izraza kar

transformacija Z niza {ay}:
N
Az) = Zak Tk ap =1 (9.101)
k=0

Stevec pa lahko zapisemo kot 2= - A(271). Tako je izraz (9.101) podan kot:

2 NAGzTY

HE) =30

(9.102)

Ker je |H(w)|> = H(2)- H(271)|.,—eso = 1 predstavlja izraz (9.102) dejansko vsepasovno sito.
Vidimo, da ¢e je pol v tocki ag, potem je nicla pri é Razporeditev polov in nicel za sistem
vsepasovnega sita prvega, drugega in osnovnega reda je prikazana na sliki 9.11.

Potek frekvencnega in faznega odziva je razviden s slik 9.12

pri ag=1
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[H()l

Slika 9.10: Potek amplitudnega in faznega spektra sita z zarezo z dvema ni¢lama in dvema

poloma pri r = 0.95.

Primer:

Za naslednja sita, podana s prenosnimi funkcijami ugotovite za katere vrste sita gre.

1. primer:

1-— \/52*1 + 272

H(z) = 9.103
(2) 1—0.9v22"140.8122 ( )
2 _\/22+1
H(zy— V2t (9.104)
22 —0.9v/22 + 0.81
Nicle sita so pri:
V24+2-4 V2 V2
|20, | = |2ny| =1 (9.106)

poli pa pri:

0.9v2 + v0.92 3 —4-081 5 5
L 2 DV2EY - - 0.9§ ij0.9§ (9.107)




200 9. Frekvenéno selektivna sita

Im(z) Im(z)
A A
1/a
» Re(z » Re(z
0 . = (2) (2)
a*
Im(z)
A
1/a, 1/a*
1/a,
1/a
1/a,
G » Re(z)
1/a*
O

Slika 9.11: Razporeditev polov in nicel treh vsepasovnih sit

Iz lege polov in nicel vidimo, da gre za sito z zarezo (notch filter).

2. primer:

C1—2a7"27 4+ 2072272 V2

H = O<a< — 9.108
(2) 1—2az"! 4+ 2a2272 "’ “ 2 ( )

22 —2a7 ' 242472
H — 9.109
(2) 22 — 2az + 2a2 ( )

Nicle sita so pri:

2a7 '+ v/4a=2 — 8a2

Znyy = 5 =a '+ ja! (9.110)
poli pa pri:
2a + /4a? — 8a?
I 2“ ¢ —a+ja (9.111)

Iz lege polov in nicel in pogoja 0 < a < g vidimo, da gre za vsepasovno sito.
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08

0.2

b)

a)

Slika 9.12: Frekven¢ni in fazni odziv dveh vsepasovnih sit: a.) z enim parom nicle in pola, b.)

z dvema paroma nicle in pola.

3. primer:
1+ 271
H(z) =
(=) 1 —0.8v327140.6422
1
H(z) = GCRR)
22 —0.8v/3z + 0.64
Poli sita so pri:

0.8/34+v0.82-3—-4-0.64 3 1
Zprg = V3£V = 0.8£ + 50.8=

2 2 2

Vidimo da gre za digitalni resonator z wy = 30°.

(9.112)

(9.113)

(9.114)
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Poglavje 10

Nacrtovanje digitalnih sit

10.1 Uvod v nacrtovanje digitalnih sit

Ceprav so bila digitalna sita sprva zgolj matemati¢ni nadomestek namenjen simulaciji obnasanja
analognih sit na prvih splosnonamenskih racunalnikih, pa se je njihova uporaba s povecevanjem
zmogljivosti analogno-digitalnih pretvornikov in predvsem pojavom digitalnih signalnih proce-
sorjev izjemno hitro razsirila na prakticno vsa podrocja elektrotehnike. K temu so v veliki meri

pripomogli

e moznost relativno enostavnega spreminjanja osnovnih lastnosti digitalnih sit ne da bi bili

pri tem potrebni kakrsnikoli posegi v njihovo zgradbo,

e relativno velika zanesljivost delovanja in neobcutljivost digitalnih sit na vplive okolice,

natanc¢nost izdelave in staranja osnovnih gradnikov in

e cnostavnejSa in predvsem cenejsa velikoserijska proizvodnja digitalnih sit, ki jih ni potrebno

uglasevati.

Navkljub izredno hitremu razvoju digitalnih signalnih procesorjev in vse vecji izrabi pred-
nosti, ki jih uporaba VLSI tehnologije pri gradnji digitalnih sit ponuja, pa le-ta predvsem zaradi
omejene hitrosti izvajanja Se vedno niso primerna za uporabo v podroc¢ju radijskih frekvenc,

kjer Se vedno prevladujejo analogna sita.

10.1.1 Sita s kon¢nim in neskon¢nim impulznim odzivom
Glede na obliko sistemske funkcije H(z) digitalnega sita, ki jo navadno zapisemo v obliki

7]‘ ... 7M

l+az7t 4 - +ayz™NV’

203



204 10. Nacrtovanje digitalnih sit

lahko le-ta razdelimo v dve skupini; v prvo skupino uvrs¢amo sita s konénim impulznim
odzivom h(n), za katere velja a; = 0; i« = 1, 2, ..., N, tako da lahko sistemsko funkcijo
H(z) zapiSemo kot polinom, in sita z neskonénim impulznim odzivom h(n), katerih sistemska
funkcija H(z) je v vsakem primeru racionalna funkcija. Ceprav so v splosnem kavzalna sita
z neskon¢nim impulznim odzivom pri realizaciji glede pomnilniskega prostora manj zahtevna
in imajo navadno ozji prehodni pas kot sita s kon¢nim impulznim odzivom, pa v zameno ne
ponujajo moznosti realizacije sit z linearno fazno karakteristiko in so pri realizaciji na signalnih
procesorjih s stalno vejico zaradi rekurzivnosti pogosto nagnjena tako k nestabilnosti kot tudi

velikim kvantizacijskim pogreskom.

10.1.2 Aproksimacijski in realizacijski problem

Nacrtovanje digitalnih sit lahko v grobem razdelimo na dva dela. Prvi del, ki si ga bomo
v nadaljevanju podrobneje ogledali, in ga pogosto oznac¢ujemo kot aproksimacijski problem,
zajema izbiro parametrov ali koeficientov sistemske funkcije H(z) digitalnega sita, ki bodo kar
najbolje aproksimirali Zeleno sistemsko funkcijo Hy(z), ki je navadno definirana v frekvenénem
prostoru kot Hy(w). Drugi del, ki ga navadno ozna¢ujemo kot realizacijski problem, pa obsega

izbiro strukture, ki bo sistemsko funkcijo H(z) digitalnega sita realizirala.

Aproksimacijski problem lahko v najbolj splo$ni obliki definiramo kot iskanje kompleksnega
polinoma (za sita s kon¢énim impulznim odzivom) ali racionalne funkcije (za sita z neskon¢énim
impulznim odzivom) H(z), ki se bo kar najbolj priblizala Zeleni sistemski funkciji Hg(2). Ce
kot merilo za odstopanje na ta nacin dobljene sistemske funkcije H(z) od sistemske funkcije

Hy(z) definiramo kar normo razlike obeh sistemskih funkeij

IE) = [1Ha(z) — H(2)|l, (10.2)

potem iskanje koeficientov a; in b; prevedemo na izrazito nelinearen problem, ki vse do
danes ni bil zadovoljivo resen. V praksi zato obicajno aproksimacijski problem definiramo kot
iskanje realne amplitudne karakteristike |H (w)|, ki kar najbolje aproksimira Zeleno amplitudno
karakteristiko |Hy(w)| pri minimalni in karseda linearni fazni karakteristiki ©(w). Ce sta pri
tem najbolj kriti¢na valovitost v prepustnem ali zapornem pasu d; ali do, potem navadno pri
reSevanju aproksimacijskega problema, definiranega z enacbo (10.2), uporabljamo Cebisevo
normo, v nasprotnem primeru pa aproksimacijski problem reSujemo po metodi najmanjsih

kvadratov z uporabo Evklidske norme.
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10.2 Sita s kon¢nim impulznim odzivom

Sita s kon¢énim impulznim odzivom so v praksi predvsem zaradi moznosti doseganja popolnoma
linearne fazne karakteristike ©(w) in posledi¢no konstantne skupinske zakasnitve 7, izjemno
pomembna. Zaradi nac¢ina uporabe takih sit, ki ne vsebujejo povratnih povezav, jih pogosto
imenujemo tudi nerekurzivna ali konvolucijska sita. Ker je trajanje impulznega odziva takih

sit po definiciji kon¢éno, lahko njihov odziv y(n) na vzbujanje x(n) zapisemo kot

N-1
y(n) =Y h(m) z(n —m), (10.3)
m=0
njihova sistemska funkcija H(z) pa je enaka

H(z)=)Y hk)z*=) b, 7" (10.4)

[e=]
i
[e=]

Ceprav ima sistemska funkcija H (z) pol, reda N — 1, v koordinatnem izhodis¢u komplek-
sne ravnine Z, le-ta na frekvencéno karakteristiko H(w) nima vpliva, tako da sita s kon¢nim

impulznim odzivom v nobenem primeru ne morejo postati nestabilna.

10.2.1 Sita s kon¢nim impulznim odzivom in linearno fazno karakter-
istiko

Izhajajo¢ iz relacije med frekvenénim spektrom H(w) in impulznim odzivom h(n) sita

H(w) = 2 h(n)e <" (10.5)

za impulzni odziv h(n) sita s konénim impulznim odzivom in linearno fazno karakteristiko
sledi
h(n)=4+h(N—-1—-n); n=0,1, ..., N —1. (10.6)

Glede na lihost ali sodost impulznega odziva h(n) in red sita N, lahko torej sita s kon¢nim
impulznim odzivom in linearno fazno karakteristiko, katerih frekvenéno karakteristiko H(w)
zgolj zaradi zahteve po zveznosti fazne karakteristike ©(w) € (—o00, 00) navadno zapisujemo s

pomocjo predznacene amplitudne karakteristike A(w) € (—o00, 00), razdelimo na S§tiri tipe:

e tip I, v katerega spadajo sita lihega reda NNV, katerih impulzni odziv h(n) je sodo simetri¢en
glede na tocko n = (N — 1)/2. Predznaceno amplitudno in fazno karakteristiko H(w) in

©(w) takih sit lahko zapiSemo kot

(N-3)/2

H(w)=h (?) + ) 2h(n)cos [u} (% - n)] (10.7)

n=0
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Ow) = — w. (10.8)

Dobljena predznacena amplitudna karakteristika H(w) je periodi¢na funkcija s periodo

27, prav tako pa je zanjo znacilna soda simetri¢nost glede na tocko w = 0 in tocko w = .

tip II, v katerega uvrséamo sita sodega reda N, katerih impulzni odziv je sodo simetric¢en
glede na tocko (N —1)/2, ki pa v tem primeru ni celo §tevilo. Za predzna¢eno amplitudno
karakteristiko H (w) takih sit velja

N/2-1

Hw) = Y 2h(n)cos {w <¥ - n>] (10.9)

n=0

fazna karakteristika ©(w) pa je enaka kot pri sitih tipa I. Ceprav je dobljena predznacena
amplitudna karakteristika H(w) podobno kot pri sitih tipa I periodi¢na in sodo simetri¢na
glede na tocko w = 0, pa je njena perioda enaka 47, simetri¢nost glede na tocko w = 7

pa je liha.

tip III, v katerega spadajo sita lihega reda N, katerih impulzni odziv h(n) je liho simetri¢en
glede na tocko n = (N — 1)/2. Predznaceno amplitudno in fazno karakteristiko H(w) in

O©(w) takih sit lahko zapisemo kot

m= 5 s [ (V51 1010
@(w):—N;1w+g. (10.11)

Dobljena predznacena amplitudna karakteristika H(w) je periodi¢na funkcija s periodo

2w, prav tako pa je zanjo znacilna liha simetri¢nost glede na tocko w = 0 in tocko w = 7.

tip IV, v katerega uvrs¢amo sita sodega reda N, katerih impulzni odziv h(n) je liho
simetri¢en glede na tocko (N — 1)/2, ki podobno kot pri sitih tipa II ni celo stevilo, tako
da impulzni odziv h(n) v njej sami ni definiran. Za predznaceno amplitudno karakteristiko
H(w) takih sit velja

N/2—1

N -1
H = 2h i _— = 10.12
(w) RX% (n)sin {w ( 5 n)} , ( )
fazna karakteristika ©(w) pa je enaka kot pri sitih tipa III. Dobljena predznacena ampli-
tudna karakteristika H(w) je podobno kot pri sitih tipa II periodi¢na s periodo 27 in liho

simetri¢na glede na tocko w = 0 ter sodo simetri¢na glede na tocko w = 7.
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Specificne lastnosti posameznih tipov sit s ko¢nim impulznim odzivom in linearno fazno
karakteristiko v veliki meri dolo¢ajo tudi njihovo prakti¢no uporabnost. Sita tipa III in IV, za
katera zaradi lihe simetri¢nosti glede na tocko w = 0 velja H(0) = 0, so neprimerna za uporabo
nizkih sit, podobno kot so sita tipa II in III, za katera zaradi lihe simetri¢nosti glede na tocko

w = m velja H(m) = 0, neprimerna za uporabo visokih sit.

Metoda s Fourierovim transformom

Pri nac¢rtovanju sit s kon¢nim impulznim odzivom in linearno fazno karakteristiko s Fourierovim
transformom izhajamo iz povezave med ¢asovno diskretnim impulznim odzivom sita h'(n) in

njegovo frekvencno karakteristiko H'(w), med katerima veljata relaciji

H'(w) = Z R (n)e 7«m, (10.13)
B (n) = % /_ " (W) dw. (10.14)

Impulzni odziv h'(n) torej ob podanih naértovalskih zahtevah sita zlahka izra¢unamo iz
enacbe (10.14). Tezave pri uporabi Fourierove transformacije za nacrtovanje sit s kon¢nim
impulznim odzivom pa se navadno za¢nejo prav pri slednjem, saj na ta nacin izracunani impulzni
odzvi h/(n) navadno ni kon¢en. Da bi se omenjenemu problemu izognili, dobljeni impulni odziv
h'(n) smiselno omejimo z mnozenjem z ustrezno okensko funkcijo w(n), tako da je impulzni

odziv dobljenega sita h(n) enak

h(n) = h'(n) - w(n). (10.15)

Vse tezave pa s tem Se zdale¢ niso odpravljene. Ker se mnoZzenje impulznega odziva h'(n)
z okensko funkcijo w(n) v ¢asovnem prostoru odraza kot konvolucija frekvencne karakteristike

sita H'(w) in okenske funkcije W (w) v frekvenénem prostoru, za katero velja
1 ™
H(w) = H'(w) * W(w) = 2—/ H' ()W (w — v)dv, (10.16)
™ —T

je pri izboru okenske funkcije w(n) potrebno biti posebej pazljiv predvsem na Sirino os-
novnega snopa in hitrost upadanja stranskih snopov v frekvené¢ni karakteristiki okenske funkcije
W (w). Uporaba pravokotne okenske funkcije je tako najpogostejsa pri na¢rtovanju sit s kon¢nim
impulznim odzivom, pri katerih je zahtevan relativno ozek osnovni snop. Po drugi strani pa
je uporaba Hanningove, Hammingove in Blackmannove okenske funkcije nujna pri nacrtovanju
sit, kjer sta hitrost upadanja stranskih snopov in valovitost v prepustnem in zapornem pasu

veliko bolj kriti¢ni kot Sirina osnovnega pasu.
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Okenska funkcija | Teme najvecjega stranskega snopa [dB] Sirina osnovnega snopa
Pravokotna —13 4w /N
Trikotna —27 87 /N
Hannova —32 8 /N
Hammingova —43 81 /N
Blackmanova —57 127 /N

Metoda frekvenc¢nega vzorcenja

V nasprotju s pravkar opisano metodo nac¢rtovanja sit s konénim impulznim odzivom, pri kateri
impulzni odziv sita h(n) izra¢unamo iz Zelene zvezne frekvencne karakteristike H,;(w) z uporabo
Fourierovega transforma in ustreznih okenskih funkcij, pa pri metodi frekvencnega vzorcenja
izhajamo iz enakomerno vzoréene frekvenéne karakteristike Hy(wy).

Ceprav bi impulzni odziv sita h(n) iz N vzorcev zelene predznaCene amplitudne karak-
teristike Hy(wy) lahko za posamezne vrste sit izra¢unali neposredno iz enac¢b (10.7), (10.9),
(10.10) in (10.12) z reSevanjem sistema N linearnih enacb, pa le-tega v praksi mnogo pogosteje

ra¢unamo z uporabo diskretnega Fourierovega transforma, za katerega velja

N—-1
=) " h(n) eI, (10.17)
n=0
1Nl
H (wy) e, (10.18)
k:O

Ce bi namre¢ v prvem primeru potrebovali reda N? aritmeti¢nih operacij za regitev lin-
earnega sistema reda N, potem bi pri uporabi diskretnega Fourierovega transforma, uporabljenega
v obliki FFT algoritma, potrebovali za izracun impulznega odziva h(n) le Se reda N log N ar-
itmeti¢nih operacij.

Za impulzni odziv sita h(n) tipa I in II, katerih predznaceni amplitudni karakteristiki H(w)
sta sodo oziroma liho simetri¢ni glede na tocko w = 7, potemtakem ob upostevanju enacb (10.7
- 10.9) in (10.18) dobimo izraza

(N=3)/2

1 N -1

h(n) = v Hi(wo) + ; 2H4(wy,) cos {wk (T - n)} : (10.19)
N/2-1

1 N -1

h(n) = v H(wo) ; 2H 4(wg) cos [ Wk <T — n)} : (10.20)
kjer za krozno frekvenco vzorcev wy velja
2rk

wp= = k=0,1,..., N—1. (10.21)

N’
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Na podoben nacin bi za sita tipa III in IV, katerih predznacena amplitudna karakteristika

H(w) je liho oziroma sodo simetri¢na glede na tocko w = m, dobili izraza

(N-3)/2

h(n):% ; 2 H (wy) sin {wk (%—n)} (10.22)
o= st s ()] 432 2ty o ()]

(10.23)
Navkljub enostavnosti izra¢una impulznega odziva h(n) z metodo frekvenénega vzorcenja,
pri kateri Zeleno predznaceno amplitudno karakteristiko Hy(w) najprej vzoréimo, iz dobljenih
N vzorcev pa ob upostevanju zahteve po linearnosti fazne karakteristike ©(w), rekonstruiramo
¢asovno zvezno frekvencéno karakteristiko sita H(w) reda N, omenjena metoda v praksi ni
pretirano uporabna, saj med samim nacrtovanjem ne ponuja moznosti spremljanja frekvencne
karakteristike H(w) izven vzorcenih tock. Po vsem povedanem je torej popolnoma jasno, da
je metoda frekvencnega vzorcenja resitev interpolacijskega in ne aproksimacijskega problema
pri iskanju frekvencéne karakteristike H(w), ki bi kar najbolje aproksimirala Zeleno frekven¢no
karakteristiko Hy(w).

Postopek nac¢rtovanja sita z uporabo metode najmanjsih kvadratov

Opisani problem je seveda mozno na izjemno eleganten nacin resiti s povecanjem Stevila vzorcev
L 7elene predznacene amplitudne karakteristike H;(wy) in definiranjem kriterija za oceno odstopanja
izracunane frekventne karakterisike H(w) od Zelene frekventne karakteristike Hy(w). Ce za
oceno omenjenega odstopanja frekvencénih karakteristik uporabimo kar v praksi najpogostejso
Evklidsko normo, lahko aproksimacijski problem definiramo kot iskanje najmanjse vrednosti

funkcije

E = |H(w) — Hy(wp)|?, (10.24)

wp=—"—:k=0,1,..., L—1. (10.25)

Oglejmo si torej na primeru sita z linearno fazno karakteristiko tipa I iskanje impulznega
odziva h(n), katerega frekven¢na karakteristika H(w) minimizira vrednost funkcije (10.24).
Enac¢bo (10.7), ki povezujejo predznaceno amplitudno karakteristiko H(w) takega sita z nje-

govim impulznim odzivom h(n), lahko v matri¢ni obliki zapisemo kot

ah = F, (10.26)



210 10. Nacrtovanje digitalnih sit

kjer vsebuje vektor h (N + 1)/2 neodvisnih koeficientov impulznega odziva h(n), vektor a
L vzorcenih vrednosti predznacene amplitudne karakteristike H (wy), matrika F' dimenzij L x
(N+41)/2 pa vrednosti trigonometri¢nih faktorjev iz enacbe (10.7). Ce v enachbi (10.24) smiselno
zamenjamo frekvenéni karakteristiki H(w) in Hy(w) z vektorjema predzna¢enih amplitudnih

karakteristik a in aq, lahko ena¢bo (10.26) zapiSemo kot
Fh—aq =e, (10.27)
kjer za vektor odstopanja frekvencnih karakteristik e velja
E=e¢"e. (10.28)

Izkaze se, da bo odstopanje frekvencnih karakteristik £ najmanjse, kadar bo vektor e pra-
vokoten na stolpce matrike F, tako da bo takrat FTe = 0. Ce obe strani enache (10.27)
pomnozimo z leve strani z F'7, za vektor impulznega odziva h ob upostevanju pravkar nave-

dene relacije med vektorjem odstopanja frekvenc¢nih karakteristik e in matrike /' dobimo
h=[FTF| 'FTa,. (10.29)

Dobljeni vektor impulznega odziva h, katerega koeficienti zaradi simetri¢nosti tvorijo ravno
polovico impulznega odziva h(n), torej aproksimira zeleni impulzni odziv hg(n) sita z Zze-
leno frekvencno karakteristiko Hy(w) v smislu minimizacije razlike mo¢i signalov obeh sit pri
vzorcenih frekvencah.

Ceprav je bil postopek iskanja impulznega odziva h(n) prikazan na situ z linearno fazno
karakteristiko, pri katerem je matrika F' povsem realna, pa se le-ta v praksi uporablja tudi za
izracun impulznega odziva h(n) sit s konénim impulznim odzivom, katerih fazna karakteristika

ni linearna, matrika F' pa je posledi¢cno kompleksna.

10.3 Sita z neskon¢nim impulznim odzivom

Sita z neskon¢nim impulznim odzivom zaradi svoje rekurzivne zgradbe pri enakih na¢rtovalskih
zahtevah pogosto nudijo moznost bistveno cenejse in enostavnejsSe realizacije v primerjavi s siti
s kon¢nim impulznim odzivom. Ker je trajanje impulznega odziva takega sita po definiciji

neskon¢no, lahko njihov odziv y(n) na vzbujanje z(n) zapisemo kot

y(n) = Z h(m) x(n —m), (10.30)

m=0
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njihova sistemska funkcija H(z) pa je enaka

M

—k
o bk z
=0

H(z) =Y h(k) 2% = 20— (10.31)

k=0 —
E Q. =z k

k=0

Ker je obmod¢je konvergence sistemske funckije H(z) v kompleksni ravnini z omejeno na
zunanjost kroga, ki ima sredis¢e v koordinatnem izhodis¢u in vsebuje od izhodis¢a najbolj odd-
aljeni pol sistemske funkcije H(z), moramo biti pri dolo¢anju koeficientov aj in by posebno
pazljivi, saj lahko v nasprotnem primeru pri prakti¢ni realizaciji takih sit, ko moramo uposte-
vati tudi kon¢no natanc¢nost digitalnih signalnih procesorjev, s katerimi tovrstna sita navadno

realiziramo, le-ta kaj kmalu postanejo nestabilna.

10.3.1 Posredno nacrtovanje

Ceprav sita z neskon¢nim impulznim odzivom nacrtujemo na zelo podoben nacin kot sita s
kon¢nim impuzlnim odzivom, tako da najprej dolo¢imo zeleni odziv sita, navadno v frekven¢nem
prostoru, nato izberemo tip sita njegov in red N ter ob dolo¢enem Kkriteriju za ocenjevanje
odstopanja tako izra¢unanega odziva od Zelenega odziva optimiramo njegove parametre, pa pri
njihovem nacrtovanju zelo pogosto izhajamo iz analognih sit, ki jih z ustreznimi transformaci-
jami presliakmo v digitalna sita.

V nadaljevanju si bomo torej najprej ogledali temeljne lastnosti razli¢nih tipov analognih
sit in se pri tem omejili zgolj na nizka sita, saj lahko le-ta z ustreznimi frekven¢nimi transfor-

macijami predelamo v visoka ali pasovna sita zelenih karakteristik.

Casovno zvezna prototipna sita

Butterworthova sita Amplitudno karakteristiko |H (€2)| Butterworthovih nizkih sit reda N,
ki jih odlikuje predvsem konstantno ojacenje v celotnem prepustnem pasu brez kakrsnekoli

valovitosti, znacilne za CebiSeva in elipti¢na sita, lahko zapisemo kot

1
VTN

[H(Q)] (10.32)

kjer je 2, mejna frekvenca prepustnega pasu, € pa korekcijski faktor ojacenja prepustnega
pasu, ki ga z valovitostjo v prepustnem pasu d; povezuje enacba
1

1—6, = |H(Q,)| = N1 (10.33)
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Ce kot mejno frekvenco prepustnega pasu (2, definiramo kar mejno frekveno (2, pri kateri
velja |[H(Q.)| = —3dB, dobimo v skladu z enacbo (10.33) za korekcijski faktor vrednost € = 1,

tako da se enacba (10.32) poenostavi v

|H(Q)] = ! (10.34)

VI+ QPN

Sistemska funkcija H(s) Butterworthovega sita, ki jo dobimo ob upostevanju enakosti med

frekvencno karakteristiko H (€2) in sistemsko funkcijo H(z) pri z = €/, nima nicel 2, poli py. pa
v kompleksni z-ravnini lezijo enakomerno razporejeni po levi polovici kroga z radijem r = €2,

tako da zanje velja

pe =red k=0,1,..., N—1. (10.35)
pri
T (2k+ 1)m
=—4+——k=0,1,..., N—1. 10.36
gbk 9 + IN ) y Ly ) ( )

Za enoli¢no karakterizacijo lastnosti sit moramo torej le Se izracunati red sita IV, tako da

bo valovitost v zapornem pasu d, enaka

1
N N R A

5, = [H(2)] (10.37)

Red Butterworthovega nizkega sita N s frekvencama prepustnega in zapornega pasu {2, in

Qs ter valovitostima v prepustnem in zapornem pasu d; in 0y je torej enak

_log(d/e)
B 2log (QS/pr

§=1/1/62 1. (10.39)

Na tem mestu velja opozoriti, da je uporaba izraza za valovitost v prepustnem in zapornem

(10.38)

pri

pasu pri Butterworthovih sitih lahko zavajajoca, saj je amplitudna karakteristika |H (£2)| le-
teh kot smo Ze veckrat jasno poudarili, izrazito monotona in potemtakem ne izkazuje klasi¢ne

valovitosti, znacilne za CebiSeva in elipti¢na sita.

CebiSeva sita Precej drugacne lastnosti od pravkar opisanih Butterworthovih sit pa izkazu-
jejejo Cebigeva sita. Ce je namreé bila amplitudna karakteristika |H(22)| Butterworthovih sit
tako v prepustnem kot tudi zapornem pasu monotona, pa temu pri Cebievih sitih ni tako;
medtem ko je za Cebiseva sita tipa I znacilna enakomerno valovita amplitudna karakteristika
|H ()| v prepustnem pasu in monotona zunaj njega, je za Cebiseva sita tipa II le-ta monotona

v prepustnem pasu in enakomerno valovita zunaj njega.
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Amplitudno karakteristiko |H (€2)| Cebisevih sit tipa I lahko zapiSemo kot
1

H(Q)| = 10.40
HO) = aEEa (10.40)
kjer je Ty () Cebigev polinom reda N, za katerega velja
cos (N cos™'x) lz| <1,
Ty(z) = (10.41)

cosh (N cosh™'z) |z| > 1.

Kot lahko zaklju¢imo Ze iz amplitudne karakteristike |H ()| CebiSevih sit tipa I, sistemska
funkcija H(s) podobno kot pri Butterworthovih sitih nima nicel z, za pole py pa se izkaze, da

v kompleksni s-ravnini lezijo na levi polovici elipse s polosema

B +1
=Q,—— 10.42
-1
=0 10.43
T2 p 2ﬁ ) ( )
kjer je parameter [ posredno odvisen od valovitosti d; v prepustnem pasu
1/N
Vi+e2+1
3= (L) . (10.44)
€

Njihovo lego najenostavneje dolo¢imo, ¢e v kompleksni s-ravnini najprej pois¢emo pole
pripadajoc¢ih Butterworthovih nizkih sit, ki leze na krogih z radijema 7y in ry, in le-te nato v

smeri realne in imaginarne osi preslikamo na elipso s polosema r; in 7y, tako da dobimo
3%<pk) = T2 COS ¢k’7 k= 07 17 SRR N — ]-> (1045)

S(pr) =risingy; k=0,1, ..., N -1 (10.46)

V nasprotju z obema zgoraj opisanima tipoma sit, Butterworthovim in Cebisevim tipa I,
katerih sistemska funkcija H(s) ni imela nicel, pri Cebigevih nizkih sitih tipa II temu ni tako.

Omenjena sita, katerih amplitudna karakteristika je enaka

1

|H(Q)] = (10.47)
T 22 [13(2,/2,) /T2 (0, /9)]
imajo namre¢ v kompleksni s-ravnini ni¢le z; na imaginarni osi
Q
=Jj=— 10.48
“ sin ¢y’ ( )
za pole pi pa velja
Qs
Ripp) = bk =0,1,..., N—1, (10.49)
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LN -—1, (10.50)

kjer je parameter (3 neposredno odvisen od valovitosti d v zapornem pasu

1/N
8= (H— ﬁ) . (10.51)
2

Ce na smiselno enak nagin kot v enacbi (10.36) izracunamo red Cebigevega nizkega sita N,
ki ustreza nacrtovalskim zahtevam po frekvenci prepustnega in zapornega pasu €2, in €2 ter
valovitosti v prepustnem in zapornem pasu ¢; in do, dobimo

~ cosh™ (6/¢)
~ cosh™ (Q,/9,)

(10.52)

Elipticna sita Ce je bilo pri obeh dosedaj obravnavanih vrstah ¢asovno zveznih sit podrocje,
na katerem amplitudna karakteristika |H (€2)| ni bila monotona, vselej omejeno na prepustno
ali zaporno podrocje, pa izkazujejo elipticna ali Cauerjeva sita enakomerno valovitost tako v

prepustnem kot tudi v zapornem podro¢ju. Amplitudna karakteristika | H (€2)| takih sit je enaka

1
142208 (Q/9Q,)

|H(Q)] (10.53)

kjer je Uy Jacobijeva elipti¢na funkcija reda N.

Ker je matemati¢na izrazava lege nicel in polov prevajalne funkcije H(s) zaradi same nar-
ave elipti¢nih funkcij zelo zahtevna in je njihov izra¢un danes prepuscen racunalniskim orodjem
namenjenim nacrtovanju sit, si v nadaljevanju poglejmo le red elipti¢nega sita N, ki zadoSca
nacrtovalskim zahtevam po krozni frekvenci prepustnega in zapornega pasu €, in {2 ter val-

ovitostima v prepustnem in zapornem pasu d; in ds. Za red sita N tako dobimo

_ K(Q,/9) K(/1-2%/8) (10.54)
K(2/0) K(y/1— (2./9,)?)

kjer za popolni elipti¢ni integral prve vrste K (x) velja

K(x) = / e (10.55)
o V1—a%sin’®

In kaksno analogno sito je po vsem povedanem najuporabnejse?” Enostavnega odgovora

na to vpraSanje ne gre iskati, saj ima vsako od opisanih sit svoje dobre in slabe lastnosti.

Ce je namre¢ pri nacrtovanju sita zahteva po zvezni in karseda linearni fazni karakteristiki

postavljena na prvo mesto, so navadno najboljsa izbira Butterworthova sita. Po drugi strani pa

zahtevo po kar najvecjem duSenju v zapornem pasu najbolje izpolnjujejo elipti¢na sita, katerih

fazna karakteristika je zaradi kompleksnih nicel sistemske funkcije H(s) izrazito nezvezna in
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nelinearna. Dober kompromis med zveznostjo in linearnostjo fazne karakteristike in dusenjem
vV zapornem pasu ponujajo Cebiseva sita, med katerimi so glede zveznosti in linearnosti fazne
karakteristike v prepustnem pasu posebno primerna Cebigeva sita tipa II. Da pa bi se prednosti,
ki jih ponujajo posamezni tipi sit v praksi lahko kar najbolje izrabile, se pogosto razli¢ne vrste
sit zdruzujejo. Posebno pripravna se v tem smislu izkaze kombinacija elipti¢nih sit, za katere
je znacilen relativno ozek prehodni pas in posledi¢no relativno velika selektivnost, in sit za

kompenzacijo fazne karakteristike eliptic¢nih sit.

Impulzna invariantna transformacija

Najenostavnej$a pot za transformacijo sistemske funkcije analognega sita H(s), dobljene na
podlagi podanih nacrtovalskih zahtev sita, v sistemsko funkcijo digitalnega sita H(z) vodi
preko impulznega odziva sita. Ce torej s pomocjo inverzne Laplaceove transformacije poiséemo
impulzni odziv analognega sita h(t) = L™ '{H(s)}, lahko sistemsko funkcijo digitalnega sita

H(z) izra¢unamo iz vzoréenega impulznega odziva h(n), tako da velja

H(z) = Z{h(n)} = > h(n)z"". (10.56)

Ker pa je sistemska funkcija analognega sita H(s) vedno racionalna funkcija, ki jo lahko

zapisemo kot

H(s) = 200 Yy (10.57)

( N
A(s) v S T Pk

za impulzni odziv takega sita h(t) velja

crelst - u(t). (10.58)

WE

ht) = £ {H(s)} =

X

=1

Sistemska funkcija ustreznega digitalnega sita H(z) je potemtakem enaka

Ck
1— epk:TsZ_l ’

NE

H(z) = Z{h(n)} = (10.59)

i

1

Da pa bi bila ob upostevanju teorema o vzorcenju frekvencna spektra prototipnega analognega
in digitalnega sita znotraj Nyquistovega pasu enaka, je dobljeno sistemsko funkcijo H (z) potrebno

dopolniti v skladu z enacbo (10.59), tako da se le-ta za sistemsko funkcijo (10.57) s poli py glasi

N
Ck.
k=1

Uporaba impulzne invariantne transformacije za nacrtovanje digitalnih sit je zaradi prekri-
vanja frekvencénega spektra kot posledice vzorcenja smiselna predvsem za nizka sita katerih
slabljenje v zapornem podroé¢ju relativno hitro ali vsaj monotono upada (Butterworthova in

Cebigeva sita tipa. I).
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Bilinearna transformacija

Da pa izjemno obSirna znanja o na¢rtovanju analognih sit pri razvoju digitalnih sit ne bi ostala
neizkoris¢ena in bi bilo iz prototipnih analognih sit mogoce razviti tudi visoka in pasovna

digitalna sita, je bila med kompleksno s- in z-ravnino definirana bilinearna preslikava

2 [(1—2z1
s = T (1 —i—z—1> ) (10.61)

Ce poljubno kompleksno Stevilo v s-ravnini zapiSemo kot s = o + j€), v z-ravnini pa kot

z = re?? | neposredno iz ena¢be (10.61) sledi

2 r2—1
= — 10.62
g Ty1+1242rcosw’ ( )
2 2r si
rsinw (10.63)

B T.1+72+ 2rcosw’

Kot vidimo, so pri bilinearni preslikavi vse tocke v notranjosti enotinega kroga v kompleksni
z-ravnini r < 1 slike tock iz levega dela kompleksne s-ravnine s < 0, vse tocke v zunanjosti
pa slike tock iz desnega dela kompleksne s-ravnine s > 0. Med kroznima frekvencama ¢asovno

zveznega in diskretnega sita €2 in w pa pri r = 1 neposredno iz enac¢be (10.63) sledi

2
() = —tan

S

(10.64)

N E

Ker frekven¢ni spekter digitalnega sita H(w), dobljenega z bilinearno transformacijo pro-
totipnega analognega sita, v skladu z ena¢bo (10.64) ni periodi¢na funkcija, je opisana metoda

posrednega nacrtovanja sit z neskon¢nim impulznim odzivom v praksi izjemno uporabna.

10.4 Frekvencne transformacije sit

Ker je bila dosedanja obravnava ¢asovno zveznih prototipnih sit predvsem zaradi enostavnosti
omejena zgolj na nizka sita, si v nadaljevanju poglejmo, kako izbrano nizko sito pretvorimo v

odgovarjajojc¢e visoko ali pasovno sito.

10.4.1 Frekvencne transformacije casovo zveznih sit

Transformacijo ¢asovno zveznega Butterworthovega, CebiSevega ali elipti¢nega nizkega sita z
mejno frekvenco prepustnega pasu €2, v visoko ali pasovno sito definira preslikava sistemske

funkcije H(s), za katero velja

Q, :
s — —— (nizko sito-visoko sito) (10.65)

S
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2+ 00
5 —> Qpﬁ (nizko sito-pasovno prepustno sito) (10.66)
5 — QP§+—M (nizko sito-pasovno zaporno sito) (10.67)

kjer je €2, mejna frekvenca prepustnega pasu visokega sita, {2 in €, pa sta spodnja in
zgornja mejna frekvenca prepustnega oziroma zapornega pasu pasovno prepustnega in pasovno

zapornega sita.

10.4.2 Frekvencne transformacije ¢asovo diskretnih sit

éeprav je pri posrednem nacrtovanju ¢asovno diskretnih sit z bilinearno transformacijo opisana
frekvencéna transformacija ¢asovno zveznih nizkih sit v visoka ali pasovna sita, ki so v praksi
pogosto uporabljana, pa pri uporabi impulzne invariantne metode za preslikavo sistemske funck-
ije casovno zveznega sita H(s) v sistemsko funkcijo ¢asovno diskretnega sita H(z) ne gre tako
enostavno. Da pa bi kljub prekrivanju frekvencénega spektra z impulzno invariantno metodo
nacrtovali tudi visoka in pasovna ¢asovno diskretna sita, izhodis¢no ¢asovno zvezno nizko sito
najprej preslikamo v ¢asovno diskretno nizko sito, z uporabo omenjene metode, tega pa naprej
frekvencéno transformiramo v ustrezno visoko ali pasovno ¢asovno diskretno sito.
Transformacijo ¢asovno diskretnega nizkega sita z mejno frekvenco prepustnega pasu w, v

visoko ali pasovno sito definira preslikava sistemske funkcije H(z), za katero velja

1 ’
z 1+a cos [(wp +w,)/2 ) ] ] )
7l o= (wp +)/2 (nizko sito-visoko sito) (10.68)
1+azt cos [(wp — wy) /2]
. z 2 —az +ay Wy —wy, W . :
27— — . K = cot tan — (nizko sito-pasovno prepustno sito)
asz 2 —az71+1 2 2
(10.69)
-2 -1
22 —azt —a Wy — W w.
27— L 2. K =tan——Ltan -2 (nizko sito-pasovno prepustno sito)
—aoz 2 —ayz7t +1 2 2

(10.70)
kjer je w;, mejna frekvenca prepustnega pasu visokega sita, w; in w, sta spodnja in zgornja
mejna frekvenca prepustnega oziroma zapornega pasu pasovno prepustnega in pasovno za-

pornega sita, za konstante «, a; in as pa velja

=

20K
= — 10.72
ay K—f—]., (07>
K—-1
as = (10.73)

K+1
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Poglavje 11

Diskretni nakljucéni procesi

11.1 Statistika naklju¢nih procesov

Nakljuc¢ni proces ali signal si najlazje predstavljamo kot naklju¢no spremenljivko, ki je razsir-
jena z dimenzijo Casa. Zamislimo si npr. neko casovno diskretno zaporedje x[n]. To za-
poredje imenujemo nakljucni signal, ¢e lahko za vsako vrednost zaporedja z[n| (pri poljubno
izbranem parametru n) trdimo, da je naklju¢na spremenljivka. Nakljuéni proces in nakljuéno
spremenljivko si torej lahko zamisljamo v precej podobnem smislu. V obeh primerih gre za
rezultat eksperimenta, le da je pri naklju¢ni spremenljivki to neka konkretna vrednost, pri
nakljuénem procesu pa niz (sekvenca) vzorcev.

Zamislimo si lahko mnozico vseh moznih izidov neke naklju¢ne spremenljivke. Podobno
obstaja tudi mnozica vseh moznih realizacij naklju¢nega procesa, ki jo za diskreten primer
ozna¢imo kot X(n,S). Oznaka S v tem primeru predstavlja t.i. vzoréni prostor ali neko
mnozico v kateri za vsak nakljucni proces najdemo ustrezno vrednost s;. Poskusimo pravkar

povedano predstaviti nekoliko bolj strnjeno:

e X(n,S) pri znanem n = n; in v poljubnem vzor¢nem prostoru zapisemo kot x(n;, S) kar

nam predstavlja naklju¢no spremenljivko

e X(n,S) pri poljubnem n in v znanem vzorénem prostoru s = s; ozna¢imo kot z(n, s;), to

pa predstavlja nakljucni niz

e X(n,S) pri znanem n = n; in v znanem vzorénem prostoru s = s; pa predstavlja

konkretno Stevilsko vrednost oz. rezultat x(n;, s;).

Obicajno pa zaradi enostavnosti zapisov spremenljivko s izpus¢amo, tako npr. najdemo napisano
le X(n) in z(n).

219
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11.1.1 Povprec¢na vrednost

Glede na to, da se naklju¢ne spremenljivke podrejajo statisti¢nim zakonom je tudi naklju¢ne
signale mozno ovrednotiti na tak nac¢in. Povpre¢no vrednost naklju¢nega procesa lahko dobimo,
Ce poleg samega procesa poznamo Se potrebne funkcije gostote verjetnosti. Povpreéno vrednost
procesa ra¢unamo pri dolo¢enem n in preko cele mnozice S, tako kot rezultat dobimo deter-
ministi¢en niz, ki predstavlja povprecno vrednost naklju¢nega procesa. Povprecna vrednost je

definirana kot niz:
+oo
maln] = E{z[n]} = /_ 2(n) - forn (2n)dn (11.1)

Upostevati velja, da je v splosnem gostota verjetnosti f,[, razlicna za vsako vrednost n. Vendar
pa v prakti¢nih primerih funkcije gostote verjetnosti obi¢ajno ne poznamo, oziroma jo je tezko,
¢e ne celo nemogoce, dolociti. Ce obstaja moznost veckratne ponovitve poskusa, potem na tak
nacin lahko generiramo nekaj naklju¢nih nizov in povpre¢no vrednost tako dolo¢imo na podlagi

povprecenja teh rezultatov. Slednja metoda se tudi prakti¢no zelo dobro obnese.

11.1.2 Stacionarnost in ergodic¢nost

Stacionarnost in ergodi¢nost sta Se dva izredno pomembna koncepta pri obravnavi naklju¢nih
procesov. Za obravnavo teh dveh pojmov pa najprej naredimo Se nekaj definicij in predpostavk.

Kot prvo moramo imeti opravka z naklju¢nim procesom katerega povprecje je konstantno za
vsak n; m[n] = konst. Tak proces izkazuje neke vrste enakomernost, kar poenostavlja statisticni
opis. Naj niz obstaja za vsak n od —oco do 400, trikotni oklepaji pa naj oznacujejo povprecje,
izracunano preko enega vzorénega prostora (s). Opraviti imamo s ¢asovnim povpredjem enega

signala (niz pri konkretnem s = s;):

1 ni
<$[n]>no,n1 = mnz;ox[n] (11.2)
. . 1
(z[n]) = A}linoo@‘f[nD—M,M = Jim M1 nZMl’[n] (11.3)

To povprecje imenujemo povprecje signala, pri tem pa se je potrebno zavedati, da so to Se vedno
naklju¢ne spremenljivke. Povprecja signalov izrac¢unanih preko posameznih vzorc¢nih prostorov
so lahko enaka ali pa tudi ne, neglede na to ali je bil interval n-jev koncen ali neskoncen.
Vkolikor so rezultati enaki, lahko celotno povprec¢je nakljuénega procesa nadomestimo kar s
povprecjem signala enega vzorcénega prostora.

Za nakljuc¢ni proces pravimo, da je stacionaren v ozjem pomenu, ¢e njegov statisti¢ni opis

ni funkcija spremenljivke n. Denimo, da imamo dva zvezna naklju¢na signala (iz dveh vzorénih
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prostorov), ki pripadata istemu naklju¢nemu procesu. Prvi diskretni niz pridobimo z vzorcen-
jem prvega signala v trenutkih ng,nq,...,np; drugi diskretni niz pa z vzorcenjem drugega
signala v trenutkih ng+10,ny+1,... ,np +1. Ce sta gostoti verjetnosti slucanjega vektorja nizov
enaki za poljubno izbiro razmika [ in za poljubno izbiro nizov pravimo, da je proces stacionaren
v ozjem smislu:
otnolalml...alnz] = Salnoti].afn +1)....afns +1 (11.4)

Povedano z drugimi besedami je nakljuéni proces stacionaren v ozjem smislu, ¢e so njegove
karakteristike neobcutljive na premik po ¢asovni osi.

Nakljuc¢ni proces je ergodicen, ¢e so momenti, izracunani iz povprecja signala enega vzorcénega
prostora, enaki ustreznim povprec¢jem preko cele mnozice S. Nakljuénemu procesu, ki ustreza
samo pogoju

(x[n]) = E{z[n]} (11.5)

pravimo, da je ergodi¢en na povprec¢no vrednost, medtem ko se izpolnitev pogoja
(z[n]z[n +1]) = E{z[n]z[n + 1]} (11.6)

imenuje ergodi¢nost na korelacijo.

Da je naklju¢ni proces lahko ergodi¢en v ozjem smislu mora najprej izpolnjevati zahteve
stacionarnosti, povpre¢je naklju¢nega procesa namre¢ ne more biti enako povprecju signalov
iz celega vzorCnega prostora, Ce je slednje funkcijsko odvisno od spremenljivke n. Pravkar
napisano pa ne velja v obratnem smislu. Koncept ergodic¢nosti je nepogresljiv v aplikacijah kjer
ni mozno izvesti vecjega Stevila poskusov ali pa je tako izvajanje neprakti¢no. Obicajno imamo
tudi pri digitalni obdelavi signalov najveckrat opravka z enim (zelo dolgim) zapisom podatkov.
Ce torej tak signal vsebuje vse potrebne statisti¢ne parametre, ki bi se pojavili tudi v drugih
vzorcih (proces je ergodicen), potem je vse nadaljne analize moZno opraviti z uporabo izra¢una

statistike enega samega signala.

11.2 Analiza momentov drugega reda

Analiza naklju¢énih procesov s pomoc¢jo momentov (zlasti prvih nekaj redov) se obnese pred-
vsem kadar nimamo na voljo gostote verjetnosti ali porazdelitvene funkcije. Kot primer lahko
navedemo, da je Gaussov nakljucéni proces popolnoma opisan z momenti prvega in drugega
reda. V splosnem sicer momenti drugega reda Se ne dajejo vseh podatkov o nakljuénem pro-
cesu, vendar pa v veéini primerov dajejo zadosti informacij o najpomembnejsih lastnostih.
Momenta drugega reda sta korelacija in kovarianca, ki omogocata opis naklju¢nega procesa v
¢asovnem prostoru. Kadar pa imamo opravka s stacionarnim signalom pa je mozen tudi opis v

frekven¢nem prostoru in s transformom Z.
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11.2.1 Korelacija in kovarianca

Korelacija med dvema vzorcema x[ng] in z[n;] nakljuénega signala je izrazena kot korelacijska

funkcija (tudi avtokorelacijska funkcija):
R.[n1,no] = E{x[ni]z"[ne|} (11.7)

Funkcija ima obi¢ajno razli¢ne vrednosti za razlicne izbire spremenljivke n. Konjugirana vred-
nost v definiciji korelacijske funkcije se nanasa na simetri¢ne lastnosti momentov drugega reda
za kompleksne signale. Kadar imamo opravka z realnimi funkcijami konjugacija nima vpliva.
Obicajen pomen korelacijske funkcije je brez tezav mozno razsiriti tudi na naklju¢ne pro-
cese. Kadar je vrednost R,[ni, ng| pozitivna in velika to pomeni, da sta si vzorca v omenjenih
tockah zelo podobna - po velikosti in po predznaku. Majhna vrednost R,[n;,ng| predstavlja
razli¢nost vzorcev, velika negativna vrednost R,[n,ng] pa pomeni podobnost v absolutni vred-
nosti velikosti in razli¢nost v predznaku. V primeru R,[ni,ng] = 0 pa sta vzorca x[ng] in x[n]

ortogonalna. Definicija (avto) kovariance je sledeca:
Calna, no] = E{(z[n] — ma[na]) - (z[no] — ma([no])*} (11.8)

Kadar velja enakost C,[nq,n9] = 0 pravimo, da sta vzorca x[n;] in x[ng] nekorelirana. Nadalje

je povsem enostavno mozno pokazati sledece:
R.[n1,nol = Cyplny, nol — my[ni)mi[no] (11.9)

Nakljuéni signal z[n| je stacionaren v §irSem smislu, ¢e je njegova povprec¢na vrednost m,[n] =
konst. in njegova avtokorelacijska funkcija odvisna le od razmika med vzorci, R,[ni,ng] =

R.[n1 — ngl. Od tod sledi naslednji zapis:
R.[n1,n0] = Ry[ny — ngl = R[] (11.10)

Funkcija R, je odvisna samo od ene spremenljivke, razlike med n; in ny. Glede na vse to se

izkaze, da je za stacionarni naklju¢ni proces kon¢no tudi kovarianca funkcija razmika:

Zadnji dve lastnosti tako zagotavljata definicijo stacionarnosti v SirSem smislu.

Ocitno je, da stacionarnost v ozjem smislu vsebuje tudi stacionarnost v SirSem smislu, kar pa
ne velja v obratnem vrstnem redu, razen ¢e ne gre za Gaussov naklju¢ni proces. V splosni rabi
termina stacionarnost se pojem obicajno nanasa na stacionarnost v SirSem smislu, Se posebej

to velja kadar analiza temelji samo na momentih drugega reda.
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Sicer pa za stacionarne naklju¢ne procese lahko zapisemo povprecno vrednost, korelacijo in

kovarianco na nekoliko bolj enostaven nacin:

m, = E{x[n]} (11.12)
R.[l] = E{z[n]x*[n — 1]} (11.13)
C.ll] = E{(z[n] —my) - (z[n — 1] — m,)*} (11.14)

Lastnosti

Korelacija in kovarianca imata precej pomembnih lastnosti. Najosnovnejsi lastnosti sta simetri¢nost
in pozitivna semidefinitnost iz katerih je mozno izpeljati Se ostale lastnosti.
Simetri¢nost zapisemo takole:
R.[l] = R[] (11.15)

C.ll] = C[-1] (11.16)

Ta lastnost sledi neposredno iz definicije, za realne naklju¢ne procese pa to pomeni, da je
korelacija soda funkcija razmika oz. da je korelacija med z[n;| in z[ns] enaka v obeh smereh.
Pozitivno semidefinitnost si lahko razlagamo s slede¢im primerom. Denimo, da imamo
nakljucni signal x[n], ki ga vodimo preko linearnega ¢asovno neodvisnega sistema (LTI) kar
nam kot rezultat da nov nakljuéni signal y[n|. Zahteva po pozitivni povpre¢ni moci izhodnega
signala vsiljuje doloc¢eno zahtevo za korelacijsko funkcijo vhodnega signala. Ta zahteva se

imenuje pozitivna semidefinitnost. Za popoln matematic¢en zapis te lastnosti najprej zapisimo

+o0

izhodni signal v odvisnosti od vhodnega: y[n] = > =

a[nolz[n — ngl, potem sta pogoja za

pozitivno semidefinitnost:

“+00 —+00

Z Z a*[ny| Rz [ny — ngla[ng] >0 (11.17)

ni=—00 ng=—00

+oo +o0o

> Y a[m]Culng — nglafne] > 0 (11.18)

n|=—00 Nng=—00

Zahtevi za simetri¢nost in pravkar zapisani zahtevi za pozitivno semidefinitnost skupaj tvorijo
potreben in zadosten pogoj, da kakrSenkoli diskretni niz poimenujemo kot korelacijsko ali ko-
varian¢no funkcijo.

Pokazati se da tudi naslednje:
R.[0] > |R.[l]|, za vsakl#0 (11.19)

C.[0] = Var [z[n]] > |C.[l]], zavsak(#0 (11.20)
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Kadar je nakljucni proces periodicen so tudi vsi njegovi momenti periodi¢ni, torej postaneta ko-
relacija in kovarianca periodi¢ni funkciji. Taka funkcija pa ima neskon¢éno stevilo maksimumov,
ki so po velikosti enaki R,[0] oz. C,[0]. Kot je bilo pokazano, iz kovarian¢ne funkcije dobimo
korelacijsko funkcijo nakljuénega procesa, ¢e odstranimo povpre¢no vrednost. Tako je vsaka
lastnost, ki jo dokazemo za korelacijo, tudi lastnost kovariance, kar pa ne velja v obratnem

vrstnem redu.

11.2.2 Kirizna korelacija in krizna kovarianca

Krizna korelacija in krizna kovarianca prideta do izraza kadar iS¢emo korelacijo ali kovarianco
med dvema ali ve¢ nakljuénimi procesi. Krizna korelacija in krizna kovarianca sta glede na

nakljuéna procesa x[n] in y[n] definirani takole:
Ryyn1, o] = E{x[ni]y"[no]} (11.21)

Coylni, nol = E{(z[n1] — my[ni]) - (y[no] — mylno))*} (11.22)

Relacija med obema funkcijama pa je sledeca:
Ryy[na, o] = Crylna, nol + mg[ni]my[no] (11.23)

Dva nakljucéna procesa sta ortogonalna, ¢e je njuna krizna korelacija enaka 0, nekorelirana
pa sta kadar je 0 njuna krizna kovarianca. Glede na to lahko nekoreliranost dveh naklju¢nih

procesov definiramo tudi kot:
Ryyny, ngl = my [nl]m;:[no] (11.24)

Nadalje lahko definiramo stacionarnost vektorja nakljuénih procesov z elementoma z[n| in y[n],

ki je stacionaren v SirSem smislu, ¢e velja:
1. z[n] in y[n] sta vsak zase stacionarna v SirSem smislu
2. krizna korelacija med njima je zgolj funkcija razmika med vzorci R, [n1, no| = Ray[n1 —no]
Krizna korelacija in krizna kovarianca kot funkciji razmika sta torej definirani kot:
Royll] = E{alunly’[n — 1} (11.25)

Cuyll] = E{(z[n] —my) - (yln — 1] —m,)*} (11.26)

Zveza med njima pa je:
(11.27)
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Med lastnostmi omenjenih funkcij ni opaziti kakSne posebne simetrije, sicer pa sta glavni last-

nosti slededi:

Royll] = Ry, [—1] (11.28)
Cayll] = Cpp[—] (11.29)

Tu je 8e posebej potrebno opozoriti na pazljivost pri indeksih! Poudariti velja tudi to, da ko-
relacija med z[ny] in y[ng] ni enaka korelaciji med y[n,] in x[ng]. Ceprav to na prvi pogled morda
ni videti smiselno si lahko pomagamo s primerom. Denimo, da imamo naklju¢ni signal z[n], ki
ga vodimo preko kavzalnega sistema in kot rezultat dobimo y[n]. Ce sedaj predpostavimo, da je
ny > ng potem je jasno, da ima vrednost x[ng| vpliv na vrednost y[n;], vendar pa zaradi kavzal-
nosti z[ni] nima nobenega vpliva na y[ng]. To pa pomeni tudi to, da sta vrednosti korelacijske
funkcije v obeh primerih razli¢ni, v primeru x[n;] in y[ng] je korelacija enaka 0. Prav tako je
pomembno dejstvo, da maksimum krizne korelacije ne nastopa nujno v izhodis¢u (pri I = 0),
kar pa morda niti ni presenetljivo, saj v sploSnem ta funkcija ni pozitivno semidefinitna. Sicer
pa je vrednost krizne korelacije omejena z geometri¢no in artimeticno sredino avtokorelacijskih

funkcij nastopajoc¢ih naklju¢nih procesov:

|Ruy[l]] < 1/ R:[0]R,[0] (11.30)

(R[0] + R,[0]) (11.31)

11.3 Opis naklju¢nih procesov v frekven¢nem prostoru

Opis naklju¢nih procesov v frekvenénem prostoru se nanasa na povpretno moc¢ nakljuc¢nega
procesa, to pa opisemo s funkcijo gostote moci. Tak opis nam predstavlja zastopanost frekvenénih
komponent v nakljuénem signalu oziroma nam pove o frekvencnih komponentah, ki si jih
nakljuéni procesi (v primeru kriznega spektra) delijo.

Spekter gostote moci nakljuénega procesa dobimo s pomocjo Fourierove transformacije:

+oo
So(€) = ) Ry[kle " (11.32)
k=—oc0
Ta zveza se imenuje tudi Einstein - Wiener - Khintchine-ov teorem. Inverzna relacija pa je

podana takole:

+m
R.[K] 1/ S, (e)edk dw (11.33)

T or

Spekter gostote moci v najbolj splosnem primeru lahko zapisemo kot vsoto zveznega dela spek-

tra in utezenih diskretnih ¢rt. Crte v spektru so posledica periodi¢nih ali skoraj-periodi¢nih
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komponent naklju¢nega signala. Podobno v naklju¢nem procesu s povprec¢no vrednostjo ra-
zlicno od 0 pri¢akujemo spektralno ¢rto v izhodisc¢u, pri frekvenci 0. Ta ¢rta se nanaSa na
srednjo mo¢ procesa (|m,|?), torej mora naklju¢ni proces imeti povpre¢no vrednost enako 0, ¢e
zelimo povsem zvezen spekter gostote moci. Vendar pa samo z analizo momentov drugega reda
(korelacija, spekter gostote moci) ni mozno nedvoumno ugotoviti kaksna je povprecna vrednost
nakljuénega procesa, Ce ta ni podana posebej. V izogib tej dvoumnosti pogosto privzamemo,
da je bila povprec¢na vrednost naklju¢nega procesa odstranjena in da potencialna diskretna
¢rta v izhodiscu predstavlja diskretno komponento nakljuénega signala. Omeniti kaze Se, da je
spekter gostote moci periodicen s periodo 27, poleg tega pa sta njegovi glavni znacilnosti, da
je vedno realen in nenegativen. Slednji dve lastnosti spektru zagotavljata fazo ni¢. Za realne
nakljucne procese velja tudi, da je S, soda funkcija.

Primerjava spektrov gostote moc¢i nakljuénih procesov z razli¢nimi korelacijskimi funkei-
jami pokaze, da “Sirok spekter” korelacijske funkcije daje ozek frekvencni spekter, kar je seveda
posledica pocasnega spreminjanja nakljuénega procesa. Podobno ozek spekter korelacije pred-
stavlja Sirok frekvencni spekter. Sirok spekter korelacijske funkcije z nenehnim menjavanjem
predznaka pa pomeni samo visoke frekvence.

Krizni spekter gostote moci pa je uporaben za podajanje odvisnosti dveh ali ve¢ nakljucnih

procesov v frekven¢nem prostoru. Definicija je sledeca:

“+o0o
Say(€?) = Y Ray[kle 7 (11.34)
k=—oc0
Tudi krizni spekter gostote moci je periodi¢na funkcija s periodo 27, je to v splosnem komplek-

sna funkcija, pa tudi faza ni enaka 0. Velja zveza:
Suy(€7) = 55, (c) (11.35)

Za realne nakljucne procese je funkcija krizne korelacije R, realna. Iz tega preko Fourierovega
transforma sledi, da je potek amplitude kriznega spektra gostote moci za realne nakljucne
signale sod, potek faze pa lih. Inverzna relacija med krizno korelacijo in kriznim spektrom
gostote moci pa je:

1 [T7 o
R[] / Sy (69)e¥ do (11.36)

T o

—T

11.4 Enostavni naklju¢ni procesi

11.4.1 Bernoullijev proces in binarni beli Sum

Bernoullijev proces je eden enostavnejsih naklju¢nih procesov, vendar pa ga kljub temu dostikrat

sre¢amo v telekomunikacijskih problemih. Definiran je kot neskoncen binarni niz x[n], pri ¢emer
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je n v mejah —oo < n < 0o, vrednosti, ki ju zavzame niz pa sta dve, najpogosteje 1 in -1 (tudi
1 in 0). Verjetnost nastopa vrednosti 1 ozna¢imo s P, od tod pa sledi, da je vrednost nastopa
-1 podana z (1 — P). V posebnem primeru, ko je P = 1/2 proces poimenujemo binarni beli
sum. Kot je bilo omenjeno je ta proces precej uporaben model pri digitalni obdelavi signalov.
Denimo, da imamo pretok podatkov, ki je kodiran z enim bitom. Kadar so podatki, potrebni
za prenos, med seboj povsem neodvisni je Bernoullijev proces primeren model za opis takega
problema.

Bernoullijev proces je stacionaren in ergodic¢en. Za prikaz obstoja prve lastnosti si zamislimo

diskretni niz {1,1,—1, 1} in dolo¢imo verjetnost njegovega nastopa:

Pl(x[no] = 1), (xlno + 1] = 1), (x[no + 2] = —1), (x[no + 3] = 1)] =

(11.37)
P-P-(1-P)-P=P31-P)

Kot vidimo je verjetnost nastopa takega niza neodvisna od tega kje se nahaja, torej neodvisna
od n. Da bi se prepricali Se o ergodi¢nosti Bernoullijevega procesa si ponovno zamislimo vse
mozne nize Bernoullijevega procesa, ki se jih da generirati pri dolo¢enem n. Ce velja, da so
vzorci vsakega niza med seboj neodvisni in imajo enako porazdelitev (torej so to dejansko
naklju¢ne spremenljivke), potem si prav lahko mislimo, da je povpre¢je preko vseh nizov pri
dolo¢enem n enako povprec¢ju preko vzorcev enega samega niza.
Zapisimo Se prva dva (centralna) mometa (povpreéno vrednost in varianco) za Bernoullijev
proces:
E{z[n]} =2P -1 (11.38)

Var{z[n]} =4P(1 — P) (11.39)

Za binarni beli Sum je povpre¢na vrednost enaka 0, varianca pa 1. Sicer pa Se vedno velja, da

kadarkoli je naklju¢ni proces stacionaren te vrednosti niso odvisne od n.

11.4.2 Naklju¢no premikanje in diskretni Wienerjev proces

Pri obravnavi Bernoullijevega procesa smo imeli primer prenosa po en bit. Lahko si zamislimo
tak primer prenosa bitov kjer sprejeti bit pristejemo ali odstejemo (+1, —1) trenutni vrednosti.
Tak model je uporaben pri rekonstrukciji signalov, ki je znan pod imenom modulacija delta.
Ce so posamezni koraki med seboj neodvisni lahko trdimo, da gre za Bernoullijev proces,
rekonstrukcijo pa modeliramo s procesom, ki mu pravimo naklju¢no premikanje (angl. random
walk).

Za analizo naklju¢nega premikanja si naklju¢ni proces zapisemo takole:

wln] = Y ¢[K] (11.40)

k=—o00
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Pri tem je niz £[k] Bernoullijev proces, ki zavzame vrednosti 1 in -1 z verjetnostima P in (1—P).
Iz definicije procesa sledi, da so tudi vsote oz. razlike z[n|—z[n—1],z[n—1]—zn—2],... x[k]—
xz[k — 1], ... med sabo neodvisne.

Ce pogledamo obnasanje funkcije glede na razliko x[n] —x[no] za n > ng, vidimo, da tak niz

za konkretno vrednost ng predstavlja nov nakljuc¢ni proces:

Tne[n] = z[n] — x[ne] = Z &[n]; zan>n0 (11.41)

k:n0+1
Predpostavimo lahko x,,[ng] = 0. Tak proces je poznan pod imenom naklju¢no premikanje
in je obi¢ajno definiran za ny = 0 ali ng = —1. V posebnem primeru, ko je P = 1/2 je {[k]

binarni beli sum, x,,[n] pa se imenuje diskretni Wienerjev proces. Glede na to, da je naklju¢no
premikanje definirano kot z[n + ko] — xz[ng + ko] za vsako celo vrednost ko, so njegove statisti¢ne
lastnosti enake lastnostim osnovnega procesa z[n).

Trenutno vrednost procesa nakljuénega premikanja si lahko zamislimo kot tocko z vrednos-
tjo, ki se bo v naslednjem koraku spremenila za +1 ali -1. Slika 11.1 prikazuje tipi¢en odsek

nakljuénega premikanja z,,[n], kjer je ng = 0.

X (n)
3
IR I
]
doe el Ly
12345678?
A

Slika 11.1: Naklju¢no premikanje

Za izracun porazdelitve verjetnosti pri nakljuénem premikanju (Pr[z,,[n] = r], r predstavlja
celostevilsko vrednost procesa po kon¢anem nakljué¢nem premikanju), si definirajmo nekaj novih

spremenljivk. Najprej definirajmo dolzino intervala niza:
l=n—ng (11.42)

Privzamemo, da je osnovni nakljuéni proces Bernoullijev proces, [k] = {1,—1}. Ce je niz
zavzel vrednost +1 natanko g-krat, potem je zavzel vrednost -1 natanko (I — ¢)-krat. Od tod

za prej omenjeno spremenljivko r lahko zapisemo:
r=q—(1—q) =2¢—1 (11.43)

Stevilo pozitivnih vrednosti, ki nastopijo v nizu je torej:

_l—i—r
2

q (11.44)
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Stevilo negativnih vrednosti pa:
l—7r

l—q= (11.45)

Od tod izra¢unamo Stevilo vseh moznih kombinacij (Stevilo vseh moznih nizov v katerih ¢-krat
nastopa vrednost +1 in (I — ¢)-krat vrednost -1) vrednosti +1 in -1 na intervalu dolzine l.

Rezultat dobimo s pomocjo binomskega koeficienta:

l l!
<q> T gl—q)! (11.46)

Verjetnost, da bo vrednost naklju¢ne spremenljivke po preteku niza dolzine [ enaka r, je torej
sledeca:

l I+r l—r

PE(1-P)S, r=—1,—1+2,....1-2,1
Priz,[no+1] =1r= br (11.47)

0, drugace.
Povprecéno vrednost in varianco naklju¢nega premikanja najlaze izracunamo, ¢e upoStevamo

neodvisnost vzorcev v nizu {[k|, poleg tega pa upostevamo Se rezultate, ki smo jih pridobili pri

obravnavi Bernoullijevega procesa:

n

E{xn[n]} = ) E{¢n]} = (2P — 1)(n — no) (11.48)
Var{z,[n|} = Z Var{{[n]} =4P(1 — P)(n — no) (11.49)

V primeru P # 1/2 sta tako povpre¢na vrednost kot varianca odvisni od (n—ng), v primeru P =
1/2 (diskretni Wienerjev proces) pa je povpreéna vrednost enaka 0, varianca pa enaka (n —ny).
V obeh primerih imamo torej opravka z nestacionarnim procesom. Zanimiv primer diskretnega
Wienerjevega procesa je limitna vrednost, ko so razmiki med vzorci niza infinitezimalno majhni.
Takrat tak proces preide v zvezni nakljucni signal, ki je znan kot Brownovo gibanje ali zvezni
Wienerjev proces, ki je Se posebno pomemben pri modeliranju Suma v analizi zveznih signalov

In sistemov.

11.5 Markovski procesi

Bernoullijev proces je sam po sebi precej enostaven nakljuc¢en proces z neodvisnimi vzorci. Tak
model se v nekaterih primerih povsem dobro obnese, vendar pa za ¢isto vsak binarni podatkovni

niz ni primeren. Pri binarnih podatkovnih nizih imamo ve¢inoma opravka z vzorci, ki so med
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seboj precej dobro korelirani, kar pomeni, da je vrednost trenutnega vzorca pogojena s pred-
hodnimi vzorci. V najenostavnejSem primeru je vrednost trenutnega vzorca odvisna zgolj od
vrednosti prejSnjega vzorca - prav ta vrsta odvisnosti je poznana pod imenom Markovski pro-
cesi. Modeliranje z Markovskimi procesi se izredno dobro obnese v mnogih prakti¢nih problemih
s podrocja procesiranja signalov, komunikacij in vodenja.

Sicer pa ni potrebe, da bi bili Markovski procesi omejeni izklju¢no na binarne vrednosti.
Kot primer Markovskega procesa si lahko zamislimo proces katerega vzorci zvezno zavzemajo
realne vrednosti.

Definicija Markovskega procesa pravi, da je naklju¢ni proces Markovski proces, ¢e je po-
razdelitev z[n|, ki je pogojena z neskonéno preteklostjo, odvisna samo od enega vzorca prej,

torej od x[n — 1]:
fa:[n“x[n—l],x[n—Q],...(xn|xn—l7 Tp—-2,-. ) - fa:[n“x[n—l} ($n|xn—1) (115())

Iz enacbe ugotovimo, da je niz neodvisnih naklju¢nih spremenljivk (niz katerega vzorci so med
seboj povsem neodvisni) Markovski proces. Vendarle se niz neodvisnih naklju¢nih spremenljivk
ne pojmuje kot Markovski proces (kljub temu, da je s to izjavo matemati¢no vse v redu).
Definicija pove tudi, da je gostota verjetnosti slu¢ajnega vektorja za katerokoli kombinacijo dveh
vzorcev povsem dolocena z gostoto verjetnosti fu,) in pogojno gostoto verjetnosti fypnjzin—1]-
Za prikaz tega dejstva si najprej zamislimo niz vzorcev z[0], z[1],...,z[n]. Za vsak naklju¢ni

proces velja sledeca zveza:

Jololal1],..aln] = Jalnllein-1],...a00] * faln—1leln-2,....a0] - - - * faln—2)|eln-3],....2[0] (11.51)

Vkolikor je nakljuéni proces Markovski proces (zadovoljuje ustrezne pogoje), lahko trdimo
sledece:
Jal0),2(1),zln] = Jalnlleln—1) * faln—1)jefn—2] - - - = Je[)lz[0] * falo) (11.52)

Gostoto verjetnosti za niz vzorcev nakljuénega procesa, ki se za¢ne pri ng potem zapisemo:

falno+1],2[no+2),....z[n]|znol,zlro—1],... = Janlleln—1] = fan—1]jein—2] - - - * falno+1]|z[no] (11.53)

Povedano z besedami to pomeni, da je gostota verjetnosti slu¢ajnega vektorja v trenutkih
kasnejsih od ng (ta je pogojen s preteklimi vzorci), odvisna le od x[ng] in hkrati neodvisna od

kateregakoli vzorca pred ng. To predstavlja bistveno lastnost Markovskih procesov.

11.5.1 Verige Markovskih procesov

V primeru, ko vrednosti spremenljivke z[n] zavzemajo kon¢no $tevilo diskretnih vrednosti,
nakljuéni Markovski proces poimenujemo Markovska veriga. Kadar imamo opravka z digital-

nimi sistemi je temu vedno tako, saj je vsaka vrednost predstavljena s kon¢nim Stevilom bitov.
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Za¢nimo torej s povsem formalno definicijo Markovske verige, ki ima v primeru diskretnih
vrednosti tudi verjetnostno porazdelitev diskretno. Definicija pravi, da je naklju¢ni proces, ki

zavzema le diskretne vrednosti Markovska veriga, ¢e ustreza pogoju:

Pr((zn] = z,)|(z[n — 1] = xp_1)(x[n — 2] = 2p—2)...] = (11.54)
Pr{(z[n] = zn)|(z[n = 1] = 2n1)]

Tako je verjetnost, da niz zaporednih vzorcev z[0],z[1],...,z[n] zavzame dolo¢eno vrednost

dolocena takole:

Pri(z[0] = xo)(z[1] = x1) ... (z[n] = 2z,)] = (11.55)
Pr((z[n] = z,)|(z[n — 1] = zn1)] ... Pr{(z[l] = 21)[(2[0] = z0)] - Pr(z[0] = z]

Pred nadaljno obravnavo pa si oglejmo Se nekaj terminologije, ki je povezana z Markovskimi
procesi. Mozne vrednosti, ki jih zavzame z[n] oziroma x,, ozna¢imo tudi s Sy, S,...,S5g in
kadar velja z[n] = S; pravimo, da je Markovska veriga v stanju i. Tedaj lahko definiramo

pogojne verjetnosti, ki jih poimenujemo verjetnosti prehoda stanj:

Pyj[n] = Pri(z[n] = S))|(z[n — 1] = S))] (11.56)

X (n) proces Vv stanju 3

proces v stanju 2

B D U S
s+ ! I

&proces v stanju 1

Slika 11.2: Stanja v Markovski verigi

Vrednost P;; predstavlja verjetnost prehoda iz stanja j v stanje 7. Razliko pri oznacevanju
s P oz. Pr uvedemo iz razloga, ker je verjetnost prehoda stanj P parameter porazdelitve,
ne pa porazdelitev sama. Vrednost Pr|z,|z,_1] dejansko predstavlja pogojno verjetnost med
dvema konkretnima vrednostima, v naSem primeru pa taista vrednost predstavlja prehod med
stanjema, kar pa je dejansko posledica poprej$njega definiranja stanj (stanja so predstavljena z
diskretnimi vrednostmi). Markovska veriga je stacionarna, ¢e je njena verjetnostna porazdelitev
neodvisna od spremenljivke n in ima prav tako od n neodvisne verjetnosti prehodov stanj F;.

V splosnem pa verjetnosti prehodov stanj najlaze opiSemo z matriko katere elementi so

vrednosti verjetnosti prehodov stanj P;j; definirani na prej opisan nacin. Oglejmo si matriko P
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v primeru Markovske verige s tremi stanji:

Py Py Pap
P=|Py Py Py (11.57)
Pys Pz Pa3

To matriko imenujemo tudi stohasticna matrika, ima pa dve opazni lastnosti: elementi so vsi
nenegativni in vsota posameznih vrstic je 1. Vendar pa je v splosnem za uporabo bolj primerna
transponirana oblika stohasti¢ne matrike - prehodna matrika: II = P7.

Prehode med stanji Markovskega procesa lahko ponazorimo tudi grafi¢no, podobno kot to
izvajamo pri ponazarjanju stanj avtomatov. Primer t. i. prehodnega diagrama stanj kaze slika
11.3, kjer so tudi vpisani parametri oz. verjetnosti prehodov stanj. Kadar pa nastopa verjetnost

prehoda stanj z vrednostjo 0, le-te v diagramu ne oznacujemo.

Slika 11.3: Prehodni diagram stanj

Verjetnosti prehodov visjih redov

Pri analizi Markovskih verig je veckrat potrebno poznati tudi verjetnosti prehodov visjih redov,
ki so definirani na slede¢ nacin:
k
Py = Pri(an) = $y)l(x[n — k] = )] (11.58)
Verjetnosti prehodov vi§jih redov ra¢unamo na osnovi obic¢ajnih verjetnosti prehodov (prvega
reda). Za boljso razumljivost oz. preglednost si oglejmo verjetnost prehoda drugega reda na
primeru ze predstavljene Markovske verige s tremi stanji. Zacetno stanje naj bo 1, konc¢no pa
2.

Verjetnost, da bo proces ki je startal iz stanja 1, po dveh korakih prisel v stanje 2 je torej:

P2(|21) =Py Popn+ Pop - Pojg + Pajn - P (11.59)
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prehod | verjetnost
1,1,2 | PPy
1,2,2 | Pyi- Py
1,3,2 | P3- Py

Izracunano vrednost se da doloc¢iti tudi s pomoc¢jo matrik, tako stohasti¢ne kot prehodne. Ce
torej zapiSemo kvadrat stohasti¢ne matrike (P - P), dobimo verjetnost prehoda drugea reda iz
stanja 1 v stanje 2 kot produkt prve vrstice prve matrike z drugim stolpcem druge matrike.
Enako, vendar v transponirani obliki, gre tudi z uporabo matrike II.

V splosnem velja, da matriki P* in IT¥ vsebujeta vse verjetnosti prehodov k-tega reda. Z
uporabo prej$njega postopka bi bil dokaz te trditve zamuden, zato rezultat izpeljimo drugace,

pri tem upoStevamo, da imamo opravka s @-stanji. Definirajmo vektor p[n]:

pilnl| [ Prian) = S0
pln] = p2:[n] = Prmn} - (11.60)
poln]| | Pri(aln] = So))|

Ta zapis pravzaprav predstavlja dejstvo, da so komponente vektorja p[n| verjetnosti, da je
proces v trenutku n v stanju i. Nadalje lahko zapiSsemo tudi tole enacbo, ki sledi iz definicije
prehodne matrike:

pln] = [ [ pln — 1] (11.61)

Ce v enacbo uvedemo Se iteracije, pa dobimo:

pln] = [ [ pln — ] (11.62)

Pridobljeni rezultat kaze, da je matrika IT¥ prehodna matrika k-tega reda, njeni elementi pa so

verjetnosti prehodov stanj k-tega reda.

Verjetnosti kon¢nih stanj

Kadar verjetnosti prehodov Markovske verige ustrezajo dolocenim zahtevam je pri velikem
stevilu korakov opaziti poseben primer obnasanja Markovskih verig. Tokrat za primer
vzemimo Markovski proces z dvema stanjema in opazujmo verjetnosti prehodov visjih redov.
Rezultate podaja tabela:
Iz tabele je razvidno, da prehodne verjetnosti dovolj visokih redov konvergirajo proti doloc¢eni
vrednosti in takoreko¢ postanejo konstantne, poleg tega pa ta vrednost ni odvisna od zacet-

nega stanja. Po dovolj dolgem casu se verjetnost, da se proces nahaja v dolo¢enem stanju,
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Slika 11.4: Diagram prehoda stanj Markovske verige z dvema stanjema

k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=7]|k=28
P1(|k1) 0.750 | 0.688 | 0.672 | 0.668 | 0.667 | 0.667 | 0.667 | 0.667
PF 10250 | 0.312 | 0.328 | 0.332 | 0.333 | 0.333 | 0.333 | 0.333
P1(|k2) 0.500 | 0.625 | 0.656 | 0.664 | 0.666 | 0.667 | 0.667 | 0.667
P 10500 | 0.375 | 0.344 | 0.336 | 0.334 | 0.333 | 0.333 | 0.333

priblizuje konstantni vrednosti. To pa kaZe na to, da ima proces omejen spomin glede svojega
zaCetnega stanja. Denimo, da zatnemo proces opazovati ob ¢asu n = ng, potem vektor p[ng|
lahko poimenujemo zacetno stanje, vektor verjetnosti kon¢nih stanj Markovskega procesa pa

je, kadar limita obstaja in je neodvisna od p[ng|, definiran kot:

n—ng

lim p[n] = JLIEO H plno) (11.63)

n—oo

Verjetnost koné¢nih stanj pa ne obstaja za vsako Markovsko verigo. Primeri takih verig so npr.
stanja kjer je mozen prehod iz enega v drugega po naprej dolocenem zaporedju (periodi¢no),
ali pa veriga kjer zacnemo iz nekega stanja potem pa ne moremo ve¢ nazaj v to stanje. Ce
bi ra¢unali verjetnost kon¢nih stanj po zgornji enacbi bi ugotovili, da so vrednosti odvisne od
zaCetnega stanja ali pa bi bil vektor p[n] periodi¢en. Skratka, ¢e vektor p[n] ne konvergira tudi
verjetnosti kon¢nih stanj ne moremo dolo¢iti.

Obstoj verjetnosti kon¢énih stanj lahko izrazimo tudi algebrai¢no s pomocjo lastnih vrednosti
prehodne matrike. Pokazati se da, da so lastne vrednosti matrike II, ki je lahko tudi kompleksna,
manjSe ali enake 1, oziroma ima matrika vsaj eno lastno vrednost enako 1. Za prikaz tega

oznacimo vektor lastnih vrednosti s p in opazujmo enacbo pri lastni vrednosti 1:

[[7=7 (11.64)

Enacba ima resitev samo v primeru, ko je determinanta |II — I| = 0 (/ - enotska matrika).
To je vedno res, ¢e je le vsota elementov posameznih stolpcev matrike II enaka 1. Zaradi
(IT — I) tako postane vsota po stolpcih enaka 0, vrstice so linearno odvisne in determinanta
je 0. Resitev torej obstaja in p je lastni vektor, ki ustreza lastni vrednosti 1. Pokazati se da,

da je konvergenca verjetnosti prehodov odvisna od zacetnih pogojev samo, e je le ena lastna
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vrednost enaka 1 in ne obstaja nobena kompleksna lastna vrednost z absolutno vrednostjo 1. V
primeru, ko je p resitev enacbe je hkrati to tudi vektor verjetnosti konénih stanj. Za prehodne

matrike vi§jih redov pa velja, da so stolpci med seboj enaki:

n—no

h_)m H

(11.65)

-3

Naklju¢no premikanje kot primer Markovske verige

Naklju¢no premikanje smo ze omenili, s pomocjo znanj o Markovskih procesih pa lahko ugo-
tovimo da naklju¢no premikanje lahko opisemo z Markovsko verigo, pri ¢emer se je treba zave-
dati, da imamo opravka z neskon¢nim Stevilom stanj. Med drugim se da pokazati, da je vsak
proces, ki se mu vrednost spreminja neodvisno od koraka do koraka, Markovski proces. Obratno

pa seveda ne drzi.

Slika 11.5: Diagram prehodov stanj za naklju¢no premikanje

Slika 11.5 prikazuje diagram prehodov stanj za naklju¢no premikanje. Taka Markovska
veriga lahko sluzi kot model za preucevanje populacije, opravka imamo z rojstvi in smrtjo.
Model za preucevanje populacije pa ima kon¢no Stevilo stanj in tudi povratna stanja (se za-

kljuc¢ujejo sama vase).

11.5.2 Zakriti Markovski modeli

Skupina naklju¢nih procesov, ki jih poimenujemo zakriti Markovski modeli, je pomembna v
aplikacijah s podroc¢ja procesiranja govora, dvodimenzionalni zakriti modeli pa so uporabni
pri obdelavi slik. Osnovno idejo zakritega Markovskega modela kaze slika 11.6. Imamo dva
generatorja naklju¢nih signalov z doloCenimi statisticnimi zakonitostmi. Katerega od dveh
signalov opazujemo pa je odvisno od polozaja stikala, ki ima stanja opisana z Markovsko verigo.
Diagram prehajanja stanj kaze slika iz katere razberemo, da stikalo lahko v danem trenutku
ostane v polozaju v katerem je ali pa se preklopi v drug polozaj. Uporaba podobnega modela
(z ve€ stanji) se zelo dobro obnese pri analizi govora, ker so opazovani nizi vzorcev stacionarni
v omejenem casu. Predpostavimo lahko, da je pridobljeni signal v majhnem ¢asu, ko se stikalo
nahaja v enem od polozajev, stacionaren, to pa pomeni, da so si sosednji intervali statisti¢no

lahko silno razli¢ni.
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Slika 11.6: Zakriti Markovski model

Glede na to, da imamo opravka z dvema nivojema naklju¢nih signalov, recemo da je tak
sistem dvakratno stohasti¢en. Imamo namre¢ nakljuéni proces s[n], ki predstavlja polozaj
stikala in je opisan z Markovsko verigo, in imamo naklju¢ni proces x[n], ki je produkt dveh
nakljuénih procesov (preklopi stikala in signal sistema 1 ali 2). Osnovna Markovska veriga s[n|
razpolaga s kon¢nim Stevilom stanj (v naSem primeru sta to dve stanji), ki pa jih iz z[n] ne
moremo razbrati neposredno, zato takemu procesu pravimo zakriti Markovski model. Sicer pa
je naklju¢ni proces z[n| po vrednostih, ki jih zavzema, lahko zvezen ali diskreten, odvisno od
generatorjev naklju¢nih signalov. z[n] tudi ni nujno Markovski proces, nujno Markovski je le
osnovni model od koder tudi pride poimenovanje.

Eden izmed pomembnejsih problemov v zvezi z zakritimi Markovskimi procesi je izracun
niza s[n] iz procesa x[n|. Tak problem se npr. pojavi vedno kadar so komunikacijska sporocila
podvrzena Sumu, sprejeti signal x[n] je vsota podatkovnega niza s[n| in Suma. V primeru
binarnega podatkovnega niza ima osnovni signal s[n] dve razli¢ni stanji, v sprejetem signalu z[n]
pa je stanj precej ve¢. Oznacimo torej vrednosti procesa z[k] z x za 0 < k < n, vrednost s[k| pa
oznacimo s sg, pri ¢emer je k v enakem obmodju kot prej. Zaradi enostavnosti predpostavimo

Se, da vrednosti s; lahko zavzamejo le celosteviléne vrednosti:
Si=1 1=1,2,...,Q (11.66)
Racunanje naklju¢ne spremenljivke (kot je to s;) iz zaSumljenega signala temelji na ra¢unanju
pogojne verjetnosti:
Pr{(s[0] = so) ... (s[n] = s,)|(z[0] = z0) ... (x[n] = z,)] (11.67)
To pogojno verjetnost pa lahko dolo¢imo tudi iz Bayesove formule:

fors(To, - .., x|S0, ..oy Spn) - Prlsg...s,
PT’[So...Sn|xO...Q]n] = | ( f|(x0 x)) [ ]

(11.68)
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Izracun tega izraza je mozen z maksimizacijo pogojne verjetnosti, kar pa Se zdalec¢ ni enostavno.
Najenostavnejsi postopek temelji na dinami¢nem programiranju, kot npr. Viterbijev algoritem.

Naslednji problem, ki je zanimiv pri $tudiju zakritih Markovskih modelov, pa je racunanje
gostote verjetnosti f,(zo,x1,...,x,) za dani niz zakritega Markovskega modela. Na tak prob-
lem naletimo npr. pri problemih iz razvrsc¢anja. Denimo, da imamo ve¢ zakritih Markovskih
modelov, ki predstavljajo razlicne razrede podatkov, npr. izgovorjene besede. Ugotoviti je
potrebno kateri model najbolj ustreza nekemu opazovanemu nizu. Primerna pot reSevanja bi
bila z dolo¢itvijo gostote f.(zo,x1,...,x,) za vsak model in nato izbira razreda za katerega je
ta vrednost najvecja. Funkcijo f, v tem kontekstu imenujemo funkcija podobnosti.

Vsakega od nastetih dveh problemov pa lahko obdelamo na slede¢ nacin. Najprej zapisimo

izraz za verjetnost niza stanj:

Prlsosi...s,] =Dy (H PsksH) Pyjsiy = Py (11.69)
k=1

Enacbo ponazorimo s primerom, ko imamo v osnovi opravka z Markovskim modelom s tremi
stanji, zanima pa nas verjetnost sekvence {2,3,3,1,2}: Pr(2,3,3,1,2] = paPsj2 P33Py 3 Popn
Predpostavimo, da sistem ne spreminja svojega stanja - ostaja v stanju v katerem se nahaja.
V takem primeru bodo vrednosti niza x[k] neodvisni. Nadalje predpostavimo, da bodo tudi nizi
generirani v razli¢nih stanjih med seboj neodvisni. Gostoto verjetnosti torej lahko zapisemo na

slede¢ nacin:

fals(®0s T1, ..., Tp|S0, 815, Sn) = H Jals (k| sk) (11.70)
k=0

Upostevati velja, da fys(zx|sk) dejansko predstavlja celo druzino gostot verjetnosti glede na
stanje. Gostota verjetnosti se namre¢ nanaSa na tip naklju¢nega procesa, ki se generira v
dolo¢enem stanju. Za gostote verjetnosti predpostavljamo, da so vnaprej znane ali pa da se jih
da izrac¢unati.

Da bi ugotovili funkcijo gostote verjetnosti f,(xg, 1, ..., z,) kombiniramo zadnji dve enacbi:
n
Jus(Toy 1, o Ty S0y 815 -+ 5 Sn) = H fals(@k|Sk) Peylsp s (11.71)
k=0

Funkcija gostote verjetnosti za opazovani niz je torej:

fo(zo, 1, ... xy) = Z fas(To, T1, .o Ty S0, S15 - -+, Sn) (11.72)
preko vseh nizov stanj

Teoreti¢no je primer zakljucen, vendar pa bi racunanje za Markovsko verigo s () stanji to
pomenilo sestevanje preko Q™! zamenjav stanj. Drugade povedano to pomeni, da $tevilo
racunskih operacij narasca eksponentno pri povecevanju Stevila stanj. K sre¢i pa obstajajo

rekurzivne reSitve pri katerih se zahtevnost racunanja povecuje linearno z vecanjem spre-

menljivke n (postopek naprej, postopek nazaj, Viterbijev algoritem).
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Postopek naprej

Najprej definirajmo spremenljivko “naprej”’, ki predstavlja gostoto verjetnosti slucajnega vek-
torja:

ailk] = fusp (zo, 1, - - o s @k, 0) (11.73)

Iskana funkcija gostote verjetnosti je tako:

Q
fe(xo, 21, ... ) = Z Jasn) (X0, @1, .., @, 1) = Zai[n] (11.74)
i=1 i=1
Prednost spremenljivke naprej je v tem, da je z njeno pomocjo mozno razviti u¢inkovito rekurz-
ijjo. Z upostevanjem definicije pogojne in robne verjetnosti (Ce je gostota verjetnosti funkcija
dveh spremenljivk, postane ta funkcija odvisna le Se od ene spremenljivke, ¢e drugo spre-
menljivko postavimo tako, da zavzame vse vrednosti iz svojega definicijskega obmodja) pridemo

do rekurzivne formule:

fue(zeli)  i=1,2,...,Q  k=1,2,...,n (11.75)

Q
a;[k] = [Z ajlk — 1] - Py;

Zacetni pogoj pa je:

Realizacija take rekurzije je mozna na podoben nacin kot realizacija FFT algoritma s strukturo
mreze z n+ 1 stolpci vozlis¢, ki se nanasajo na opazovane nize, in () vozlis¢ v vsakem stolpcu, ki
ustrezajo () razlicnim stanjem. Stevilo potrebnih racunskih operacij je proporcionalno Q?(n+1),

kar je v primerjavi s prej omenjenimi Q™! precejsen prihranek.

Postopek nazaj

Postopek nazaj predstavlja enko ucinkovit algoritem za ra¢unanje funkcije gostote verjetnosti
kot postopek naprej, s to razliko, da zeleno funkcijo racunamo v smeri nazaj glede na nakljuc¢ni

proces. Definicija spremenljivke nazaj:

Bilk] = fasii)(Trras - - -5 Tnld) (11.77)

Na podoben nacin kot pri postopku naprej tudi tu funkcijo gosotote verjetnosti definiramo s

pomocdjo pravkar uvedene spremenljivke:

Q

i=1
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Prav tako uvedemo tudi rekurzijo, kar storimo na podlagi definicije pogojne verjetnosti in seste-
vanja preko vseh stanj, za kon¢no obliko enacbe pa prideta v postev Se definicija spremenljivke

nazaj in definicija verjetnosti prehodov:

IIM@

Bilk + 1] fols(@rs1]7) Pjja 1=1,2,...,Q k=n—1n-2,...,0 (11.79)

In Se zacetni pogoj:
Gin] =1 1=1,2,...,Q (11.80)

Za to vrsto rekurzije uporabimo enako strukturo mreze kot v prejsnjem primeru, seveda pa
postopek poteka v ravno obratnem vrstnem redu. Stevilo racunskih operacij je zopet propor-
cionalno Q?(n+1). V prakti¢nih primerih se dogaja, da zaradi velike vrednosti spremenljivke n
z vrednostmi, ki jih ra¢unamo pridemo do zelo majhnih $tevilk, kar pa povzor¢a numeri¢ne na-
pake. Zaradi tega se v prakticnih primerih posluzujemo logaritmiranja enacb, da pa so rezultati

pravilni pa je potrebno ustrezno prilagoditi Se skaliranje.

Izrac¢un niza stanj - Viterbijev algoritem

Kadar je gostoto verjetnosti mozno zapisati v obliki (11.73), obstaja postopku naprej in postopku
nazaj podobna metoda za izrac¢un niza stanj. Ce je torej vrednost (11.73) enaka vrednosti Stevca
v enac¢bi (11.68) nam to zagotavlja moznost izra¢una osnovne sekvence zakritega Markovskega
modela. Viterbijev algoritem zacne z logaritmiranjem enacbe (11.73) in se osredotoca na ekvi-

valenten problem maksimizacije:

ZV + B, [k] (11.81)

V tej enachi velja ¢ = s, in j = s34, definiciji za V; in B;; pa sta:
Vilk] = log fus(xkli) (11.82)

Bj;[k] = log Py; (11.83)

Za postopek maksimizacije uporabimo strukturo mreze (v kontekstu Viterbijevega algoritma je
ta mreza v angl. poimenovana “trellis”) v kateri je cilj najti optimalno pot. Primer prikazuje
slika. Vrednosti V;[k] se nanasajo na vozlis¢a, B;,[k] pa na veje mreze. Utez doloCene poti je
podana z vsoto vrednosti vozlis¢ in vej preko katerih poteka, torej je optimalna pot (v smislu
maksimizacije) tista, ki ima najvecjo utez.

Iskanje optimalne poti temelji na sledec¢em principu. Zamislimo si, da gre optimalna pot
iz stolpca 0 do vsakega vozlis¢a j nekega stolpca k — 1. Utezi poti ozna¢imo z W;[k — 1] in

upostevajmo, da je ena izmed teh poti del optimalne poti do nekega vozlis¢a v naslednjem
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V. [n]
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Slika 11.7: Mreza Viterbijevega algoritma

stoplcu. Ce gre torej optimalna pot do specificnega vozliséa ¢ v stolpcu k skozi vozlisée j' v

stolpcu k£ — 1 je utez celotne poti:
Wik — 1] + By i[k] + Vi[K]

Ce je ta pot resni¢no optimalna potem vozlisée j° maksimizira to utez. Optimalna uteZ poti za

vsako vozlisce i v stolpcu k je torej podana kot:

Maksimizacijo vozlis¢a j’ je dokaj enostavno poiskati, ¢e upoStevamo vsa vozlia v stolpcu
k — 1 in prera¢unamo zgornji izraz. Iskanje optimalne poti je v vsakem koraku dolo¢eno le z
racunanjem vrednosti utezi med vozlis¢em, ki je ze del poti in vozlis¢em v naslednjem stolpcu,
ki ga is¢emo. V vsakem koraku ra¢unanja se torej algoritem nanasa le na vozlis¢a dveh sosednjih
stolpcev.

Optimalna pot skozi mrezo je dolocena z maksimalno utezjo te poti, niz optimalnih stanj

procesa pa je dolocen z vozlisci preko katerih gre optimalna pot.

11.6 Naklju¢ni Gaussovi procesi in beli Sum

Med mnozico naklju¢nih diskretnih nizov, ki jih srecamo pri digitalni obdelavi signalov, jih
precej nastane z vzorcenjem zveznih nakljucnih signalov. V tem oziru so procesi z Gaussovo
porazdelitvijo dokaj pomembni, o tem pa nam pravzaprav govori ze centralni limitni teorem.
Kot je bilo povedano ze v prejsSnjih poglavjih, imamo v telekomunikacijah veliko opravka
s Sumom, kot dober model za Sum pa nam sluzi Wienerjev proces, ki ga moramo za take
potrebe najprej prevesti v zvezno obliko. Vecina Suma v naravi namrec je rezultat dogajanj na
ravni molekul in atomov. Zvezni Wienerjev proces je definiran kot limitni primer naklju¢nega

premikanja pri ¢emer gre ¢asovni razmik med posameznimi vzorci proti 0.
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Zamislimo si Se enkrat Wienerjev proces, ki se mu v vsakem casovnem intervalu vrednost z
verjetnostjo P = 1/2 poveca ali zmanjsa za s:
k
vk At) = > sElk] zak > kg (11.85)
i=ko+1
Z limitiranjem At proti 0 in pri veliki vrednosti k, bi x.(t) (¢ - countinuos, zvezen) postal vsota
velikega Stevila naklju¢nih, med seboj neodvisnih, spremenljivk s kakrsnokoli porazdelitveno
funkcijo. Centralni limitni teorem nam v takem primeru zagotavlja, da je porazdelitev funkcije
z.(t) Gaussova. Z nadaljnim izvajanjem in upostevanjem centralnega limitnega teorema ter last-
nosti Wienerjevega procesa (neodvisnost vzorcev) lahko ugotovimo, da je porazdelitev poljub-
nega Stevila vzorcev Wienerjevega zveznega procesa Gaussova. Takemu procesu pa pravimo
naklju¢éni Gaussov proces. Med drugim pa ugotovimo tudi to, da je varianca Wienerjevega
procesa odvisna od ¢ in torej Wienerjev proces ni stacionaren.

Vendarle pa opisani proces tezko proglasimo za zveznega, konc¢no je v realnem svetu mozno
prestevati tudi atome. Zato si zamislimo filter z odzivnim ¢asom precej vec¢jim od At Wiener-
jevega procesa. Efekt takega filtra bo integracija, in ¢e torej “zvezni” Wienerjev signal vodimo
skozi tak filter bomo na izhodu dobili vsoto velikega Stevila nakljuénih spremenljivk z Gaussovo
porazdelitvijo. Glede na to, da je produkt linearne operacije nad naklju¢nim Gaussovim proce-
som zopet naklju¢ni Gaussov proces, je nakljucni proces, ki je pravzaprav neka oblika Wiener-
jevega procesa, imenovan Gaussov beli Sum.

Sicer pa pod pojmom belega Suma pojmujemo naklju¢ni proces s povprecno vrednostjo 0
in konstantnim spektrom gostote modci. Ce je spekter gostote moci konstanten v neskonénem
frekven¢nem podrocju je njegova korelacijska funkcija predstavljena z impulzom, kar pomeni,
da so vzorci belega Suma med seboj povsem nekorelirani.

Idealni beli sum je ideal, ki v naravi ne obstaja, vendar vseeno predstavlja zanimiv koncept
pri Studiju naklju¢nih procesov. Slika 11.8 prikazuje korelacijsko funkcijo idelanega (R) in
nekoliko manj idealnega (R’) belega Suma.

2

— lim —
Aglo At

(11.86)

Vo

Glede At omenimo Se to, da sta dva sosednja vzorca vzoréenega zveznega signala v tem
primeru nekorelirana kadar je med njima razmik vec¢ji od At, ¢e pa temu ni tako, med njima

obstaja nekaj korelacije.

11.6.1 Diskretni Gaussovi procesi

Kot smo videli je lahko zvezni naklju¢ni Gaussov proces rezultat odziva filtra na proces z

mikroskopsko diskretizacijo. Sedaj pa predpostavimo, da ta proces vzorc¢imo v intervalih T, ki
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R R'

At

! At

Slika 11.8: Korelacijska funkcija idealnega in realnega belega Suma

so precej veCji kot At in tako dobimo naklju¢ni niz vzorcev. Ce je bil torej originalni proces

Gaussov bodo tudi z vzor¢enjem pridobljeni vzorci nakljuénega niza porazdeljeni po Gaussu.

Po definiciji je diskretni Gaussov proces naklju¢ni proces pri katerem se vsak niz vzorcev
pokorava ve¢dimenzionalni Gaussovi porazdelitvi. Ce je v takem primeru tudi robna gostota
verjetnosti Gaussova je mozno re¢i, da je nakljucéni proces Gaussov, Ce je vektor poljubnega
Stevila NV sosednjih vzorcev za katerokoli zacetno vrednost ng z vektorjem povprec¢nih vrednosti

m, in kovarian¢no matriko C, opisan s sledeco funkcijo gostote verjetnosti:

—_

1 T—1
fol@) = ——F——e 2@ me) G wmma) 11.87
@ (2m)|Cs|2 S0

Se enkrat lahko povemo, da nakljuéni Gaussovi vektorji po kakr$nikoli linearni transforma-
ciji obdrzijo svoje Gaussove lastnosti. Posebna pozornost pa velja stacionarnim nakljuénim
Gaussovim procesom. Za njih velja, da jih je statisti¢no dokaj enostavno opisati, kadar pa jih

vodimo preko linearnih sistemov brez zakasnitev obdrzijo lastnost stacionarnosti.

11.6.2 Diskretni beli Sum

V splognem je korelacijska funkcija belega Suma w[n] podana takole:
Ry[n1,m0] = o2[n1] - §[ny — ng) (11.88)

Kadar pa imamo opravka s stacionarnim belim Sumom pa sta korelacija in ustrezen spekter

gostote moci sledeca:

Ry[l] = o7 - 0]l] (11.89)

Swle’] = o} (11.90)
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Nadvse pomemben primer belega Suma je Gaussov beli Sum, ki je rezultat vzorcenja idealnega

belega Suma. Zanimiva je kovarian¢na matrika:

o5 0

0 of
Co=R, = =051 (11.91)

I 0O 0 - 08_
Funkcija gostote verjetnosti pa je podana takole:
N [ R 75

folW) = ———5e 0 = e %0 11.92
(w) (2mod)N/2 7];_[0 2mol ( )

Upostevati velja, da vzorci Gaussovega belega Suma niso le nekorelirani pac¢ pa tudi neodvisni.
Sicer pa diskretni beli Sum ni nujno vedno Gaussov, edina zahteva za diskretni beli Sum je

povprecna vrednost 0 in nekoreliranost vzorcev. Pogojem ustreza tudi npr. binarni Sum.
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Poglavje 12
Diskretni adaptivni sistemi

V teoriji signalov, predvsem pa v telekomunikacijskih sistemih, se srecujemo s spremembami
signalov, ali s spremembami prenosnih poti, katerim se moramo s sprejemnimi, kot tudi z
oddajnimi enotami prilagoditi. Zato si nameravamo v tem poglavju ogledati nekaj lastnosti
diskretnih adaptivnih sistemov, moznosti, oz. postopke prilagajanja parametrov spremembam
v sistemu, ki mu sledimo, ali se mu prilagajamo, hkrati pa si nameravamo ogledati nekaj
najcesce uporabljenih adaptivnih postopkov.

Adaptivne sisteme, katerih lastnost je, da so linearni, a ¢asovno spremenljivi, lahko kar pred-
stavimo s sitom, katerega utezi se prilagajo glede na zahtevane spremembe, ki jih podaja adap-
tivni, prilagojevalni algoritem. Linearno adaptivno sito ali nerekurzivno adaptivno sito je torej
nekak osnovni element v postopkih adaptivnega procesiranja diskretnih signalov. Razumevanje
principov delovanja takega sita je temeljni pogoj za nadaljnje delo na podroc¢ju adaptivnega pro-
cesiranja diskretnih signalov. Zaradi adaptacije je tako sito ¢asovno spremenljivo, nerekurzivno
sito.

Predno pri¢nemo z analizo adaptivnih sit moramo postaviti nekaj izhodis¢. Predpostavimo
diskreten vhodni signal z ve¢ komponentami. Ta signal lahko zapiSemo v obliki vektorja X.
Poleg tega predpostavimo tudi vektor utezi W, s katerim dejansko vplivamo na komponente
vhodnega signala, t. j. vhodnega vektorja. Po adaptaciji je potrebna tudi enota za sestevanje
vseh teh komponent, ki da na izhodu izhodni signal y. Na zacetku smo omenili, da se bomo
osredotodili na linearne sisteme. To pomeni, da je izhodni signal linearna kombinacija vhodnih
vzorcev, ki so utezeni s komponentami vektorja W. Komponente vektorja W pa ne smejo biti
odvisne od vhodnih vzorcev. V nasprotnem primeru bi bil namre¢ izhod nelinearno odvisen od

vhodnih vzorcev.

Elemente vhodnega vektorja X lahko interpretiramo na dva nacina. V prvem primeru lahko
elementi vektorja pripadajo veéim L + 1, paralelnim signalnim izvorom, v drugem primeru pa

lahko elementi predstavljajo zaporedje dolzine L + 1 istega signalnega izvora. Na podlagi

245
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omenjenega lahko obravnavo razdelimo na ve¢vhodne in enovhodne primere, primera pa lahko
matemati¢no opiSemo z izrazoma (12.1) in (12.2). V obeh primerih je vhodni signal dejansko
stolpic¢ni vektor, zato smo zapis transponirali. Indeks k predstavlja ¢asovni indeks, ki tako
posredno doloca, da v ve¢vhodnem primeru vsi vzorci nastopajo v istem trenutku, medtem, ko
si v enovhodnem primeru sledijo v zaporednih ¢asovnih intervalih. Slika 12.1 prikazuje mozni

realizaciji za enovhodni in ve¢vhodni primer.

Enovhodni primer: X = [z4, 25_1, ..., 751" (12.1)
Veévhodni primer: X = [@o, T1g, - .., Trx)” (12.2)
x,,=1 X X X

z
v
Yk
b)

Slika 12.1: Adaptivno linearno sito: (a) enovhodni primer in (b) ve¢vhodni primer

V ve¢vhodnem primeru ponavadi priredimo elementu zg; vrednost 1 ali neko drugo kon-
stanto, medtem ko se pri enovhodnih primerih ta zahteva obicajno ne pojavlja. Na ta nacin
normaliziramo sistem, posledi¢no pa wg, postane umeritvena utez. Vektor utezi lahko podobno

kot vhodna vektorja zapiSemo z izrazom (12.3).

Wk = [kaa Wik, - - - >ka’]T (123)

Odnos med vhodom in izhodom lahko torej zapiSemo za oba primera z izrazoma (12.4) in
(12.5):

L
Enovhodni primer: y, = Zwlkxk,l (12.4)
1=0
L
Ve¢vhodni primer: g, = Z WikLlk- (12.5)
1=0

V obeh primerih lahko odnos med vhodnim in izhodnim signalom zapisemo tudi z izrazom

(12.6) v vektorski obliki, ki je enaka za oba primera:
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yr = Xp Wi = W) Xp. (12.6)

Adaptivno regulacijo lahko glede na dejavnike, ki imajo vpliv na regulacijo, opredelimo kot
regulacijo z odprto ali z zaprto zanko. O adaptivni regulaciji z odprto zanko govorimo, kadar
na regulacijo vplivata okolje in vhodni signal, pri adaptivni regulaciji z zaprto zanko pa poleg
tega upostevamo tudi izhodni signal. V tem primeru vklju¢imo v analizo tudi t. i. zahtevani
odziv oz. ucno sekvenco. NaSa naloga je, da signal na izhodu adaptivnega sita y, ¢imbolj
ustreza zahtevanemu odzivu di. Ker enakosti med signaloma ¥ in dy ne moremo popolnoma
doseci, se torej pojavi napaka, dolocena kot razlika med dejanskim y; in Zelenim odzivom d.
Naloga postopkov adaptivne regulacije je v minimizaciji napake e. V praksi se zelo pogosto
uporabljajo metode, ki minimizirajo vrednost srednje kvadrati¢ne napake e? oz. povpreéno
moc signala napake. S kvadriranjem napake smo tako presli iz linearne v kvadrati¢no odvisnost
napake e. Slika 12.2 nazorno prikazuje omenjen princip za ve¢vhodni primer, kjer signal napake

dobimo z odstevanjem dejanskega odziva od zahtevanega odziva.

Yo % zahtevani odziv

Slika 12.2: Ve¢vhodno adaptivno linearno sito z zahtevanim odzivom in napako

Tako lahko zapiSemo z izrazom (12.7) napako, ki jo dobimo z vezjem s slike 12.2. Indeks k
smo pri vektorju utezi W namenoma opustili, ker je poudarek namenjen analizi signala napake

e in ne samemu vektoju utezi.

Ce izraz (12.7) kvadriramo, dobimo trenutno vrednost kvadrata napake, ki je vedno poz-
itivna. Ce namre¢ ne bi kvadrirali, potem bi se lahko pozitivni in negativni doprinosi napak
med seboj unicili in rezultat bi predstavljal veliko tezavo pri iskanju optimuma utezi, oz mini-
malnega odstopanja izhoda od Zelenega signala. Predpostavimo, da so €, di in X}, statisti¢no

stacionarni signali, torej lahko v izrazu (12.9) uporabimo operator pricakovane vrednosti E.
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e =d} + WIX XFW — 24, XTI W (12.8)
Ele] = B[] + W'E [ X, X[ | W = 2E [dp X[ | W (12.9)

Da pa lahko srednjo kvadrati¢éno napako izrazimo na primernejsi nacin, vpeljemo matriko
R, ki jo imenujemo tudi vhodna korelacijska matrika, katere elementi v glavni diagonali pred-
stavljajo kvadrate vhodnih L + 1 komponent, ostali elementi matrike R pa so krizne korelacije
vhodnih komponent. Hkrati vpeljimo tudi stolpi¢ni vektor P, ki predstavlja krizne korelacije

med zahtevanim odzivom in vhodnimi komponentami

T TokTik  TokTok cc TokTLk
TR x? TipTop - T1pT
R — BXX,)T = E 10k Tk 16T 2k 1k. Lk (12.10)
i Trelok XrLkTik TLEL2k ° ¢ 9E%k
P= E{dek] = [dkl‘()k, dkxlka ce ,dkl'Lk]T (1211)

Ce velja, da sta X} in dj stacionarna signala, potem so vsi elementi v obeh matrikah

konstantni in drugega reda. Sedaj lahko srednjo kvadrati¢no napako izrazimo kot

MSE = ¢ = E[g%] = E[d}] + W'RW — 2P"W (12.12)

Zaradi ¢lena WTRW v izrazu (12.12) je srednja kvadrati¢na napaka ¢ kvadratna funkcija
uteznega vektorja W, torej kvadratna funkcija posameznih utezi. Zato ima glede na utezi
funkcija M SE obliko paraboloida, kot ga prikazuje slika 12.3. Zaradi boljSe predstave pred-
postavimo samo dva utezna elementa wg in w;. V sploSnem pa lahko obravnavamo dani problem
v L + 1 dimenzionalnem prostoru, pri ¢emer funkcija £ Se vedno ostane kvadraticna glede na
utezne faktorje, vendar pa paraboloid preide v hiperparaboloid. V danem primeru osnovno
ravnino dolocata utezna faktorja wgy in w;, vertikalno os na to ravnino pa doloca funkcija
&. Paraboloid je nekakSna konveksna funkcija utezi in ima svoj minimum. Oboje je seveda
pri obravnavi realnih signalov nesmiselno. Ce paraboloid razrezemo vzporedno z osnovno
ravnino dobimo koncentri¢ne elipse, za katere je znacilna konstantna vrednost £&. Najnizja
tocka paraboloida je minimum paraboloida oz v nasem primeru minimalna srednja kvadrati¢na
napaka. Zaradi minimalnega odstopanja izhodnega signala od Zelenega signala zelimo, da tocka
minimuma lezi na osnovni ravnini oz. ¢im blizje nad njo. To tocko oznac¢imo kot optimalno,
oz. vektor njenih komponent z W*. V primeru dveh uteznih faktorjev wq in w; imamo samo

en globalni minimum in nobenih drugih lokalnih minimumov.
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7
L+

Slika 12.3: Povrsina paraboloida

Pri iskanju minimuma uporabimo gradientno metodo. V tocki minimuma je namre¢ odvod
po vseh (v nasem primeru po dveh) spremenljivkah, t. j. po utezeh enak ni¢. Odvajamo torej

srednjo kvadrati¢no napako v izrazu (12.12) in dobimo izraz (12.13)

d¢ [dg ¢ d¢

T
= =2RW* —-2P =0 12.13
v dwgy dwy de] ( )

V izrazu (12.13) je vektor W oznacen z zvezdico, saj smo ze zgoraj dolocili, da elemente
vektorja W v tocki minimuma parabole (optimuma srednje kvadrati¢ne napake) ozna¢imo z

zvezdico. Ob predpostavki, da matrika R ni singularna lahko izracunamo optimalni utezni

vektor W*, znan tudi pod imenom Wienerjev utezni vektor, ki je

W*=R"'P (12.14)

Izraz (12.14) vstavimo v izraz (12.12). Tako dobimo izraz za minimalno srednjo kvadrati¢no
napako £. Pri tem smo upostevali tudi nekatera pravila, ki veljajo za racunanje z matrikami

kot so:
e AAT =1
e [AB]” — B"A” in
e simetri¢nost matrike R, za katero velja R” = R, pri ¢emer je [R7!]7 = R

Pri tem tore velja:

Emin = E[d?] + WTRW* — 2PTW* = E[d2] — PTW™. (12.15)
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Poskusimo srednjo kvadrati¢no napako ¢ izraziti Se nekoliko drugace. Vpeljemo vektor V,
ki predstavlja odstopanje uteznega vektorja od Wienerjevega optimalnega uteznega vektorja,

oz. od koordinatnega izhodis¢a ravnine W, za katerega velja

V=W-W*=[v,v1,...,v]" (12.16)

Zapisimo torej & v odvisnosti od V, pri ¢emer mora veljati, da je vhodni signal stacionaren

£ =Enin + (W = W)TR(W - W*) =& + VIRV (12.17)

Ob upostevanju pravil; da velja za linearno semidefinitno matriko izraz (A—B)? = AT -B7;
dejstva, da je skalar enak svoji transponirani vrednosti in ob izrazov (12.14) ter (12.15), lahko
ugotovimo, da je zgornji izraz enak izrazu (12.12). Pri tem mora tudi veljati da je izraz
VTRV > 0, saj £ ne more zavzeti negativne vrednosti, &, je lahko namreé razli¢na od ni¢, ali
ni¢. Ce za omenjeni pogoj velja V # 0, potem je matrika R pozitivno definitna. Za gradient &
potem velja
g

_ A _jdedf A8 gpy o K _
== {dvo o ...de] =2RV = _+ = 2(RW - P) (12.18)

Gradient finkcije £ ostaja nespremenjen, saj se V in W razlikujeta le za konstanto. Oglejmo

\Y

si e pomembno relacijo med signalom napake in vhodnim signalom. Ce izraz (12.7) in ga

pomnozimo z X dobimo:

ex Xy = dp X — Xp X{IW (12.19)

Sedaj nas zanima pric¢akovana vrednost zgornjega izraza v tocki minimuma, ki je ob uposte-
vanju izrazov (12.10) (12.11) in (12.14) dobimo:

Ee X)) =P-RW=P-RR'P=P-P=0 (12.20)

V tocki minimuma velja W = W* v tej tocki pa ima zgornji izraz torej vrednost 0. Iz
tega sledi, da sta v optimumu, oz. v tocki optimalnih utezi digitalnega adaptivnega sita, signal
napake in vhodni signal nekorelirana, torej ortogonalna.

Zanimivo si je pogledati tudi nekatere lastnosti povrsine, ki jo dolo¢a ploskev srednnje
kvadrati¢ne napake £. Ker je le ta odvisna od matrike R, torej od komponent vhodnega signala,
je potrebno analizirati lastnosti matrike R. To bomo naredili s pomoc¢jo lastnih vektorjev in
lastnih vrednosti.

Pri tem izhajamo iz homogene enacbe

R—-\JQ, =[R-AQ, =0 (12.21)
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Izraz (12.21) ima netrivialno resitev za A in Q,, samo, ¢e velja

det[R — A\, J] =0 (12.22)

Izraz (12.22) imenujemo karakteristi¢na enacba matrike R stopnje L + 1, ki da resitve
Aogs AL, - -5 Az, ki jih imenujemo lastne vrednosti matrike R. Stolpi¢ni vektor Q,, je n-ti lastni
vektor matrike R. Ce izraz (12.21) preuredimo, lahko zapiSemo matriko R tudi drugace in sicer

v normalni obliki

RQ, = \,Q, oziroma RQ = QA oziroma R=QAQ’ (12.23)

Matrika A je diagonalna matrika lastnih vrednosti A\, matrike R, ki lezijo v diagonali ma-
trike, ostali Cleni pa imajo vrednost 0. Matrika Q je matrika lastnih vektorjev matrike R,
ker stoplci matrike Q predstavljajo lastne vektorje matrike R. Tako A kot Q sta kvadratni
matrike dimenizije L + 1. Ker je matrika R simetri¢na velja R = RT. Posledi¢no pridemo do
zakljucka, da so lastni vektorji, ki pripadajo razli¢cnim lastnim vrednostim A,, in \,, med seboj

ortogonalni, torej velja

Q,Q.=0 (12.24)

To lahko matemati¢no dokazemo ¢e izraz (12.23) RQ,, = A\, Q,, izrazimo npr. za dve lastni
vrednosti A\; in g, eno enacbo transponiramo, pomnoZimo z desne s Qy oz. z leve s QT in
upostevamo R = R” ter \; # \o. Ce pa se neka lastna vrednost A, ponovi veckrat, potem
naj bodo ustrezni lastni vektorji izbrani tako, da bodo tudi ti ortogonalni. Potem je matrika
Q ortogonalna. Ce lastne vektorje Se normiramo glede na amplitudo, potem je matrika Q

ortonormalna in lahko zapiSemo

QTQ =1 oziroma QT = Q_1 (12.25)

Lastne vrednosti A\, matrike R so realne in vecje ali enake 0. To trditev lahko tudi

utemeljimo. Omenili smo Ze, da mora veljati

VIRV >0 (12.26)

potem lahko ob upostevanju izrazov (12.23) in (12.25) ter ob zamenjavi vektorja V z vek-

torjem Q,, za vsakega od L + 1 primerov zapiSemo

Q'(QAQT)Q >0 oziroma A >0 (12.27)
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Lastne vrednosti in lastni vektorji imajo tudi dolo¢en geometrijski pomen. V splosnem
imamo L + 2 dimenzionalni prostor (L + 1 utezi in £). Obravnava se osredoto¢i na trodimen-
zionalni prostor, torej L = 1, to pomeni, da imamo dve utezi. Dobljeni rezultat bomo potem
posplosili. Povrsina srednje kvadrati¢ne napake & predstavlja paraboloid. Ce ta paraboloid
razrezemo na rezine vzporedno z osnovno ravnino, ki jo doloc¢ata utezi wg in wq, potem dobimo
koncentricne elipse, za katere je znacilna konstantna vrednost . Na podlagi izraza (12.12)

lahko torej zapisemo

WIRW —2P"W = K1 (12.28)

pri ¢emer je K1 konstanta. Ker pa lahko namesto vektorja W uporabimo tudi vektor V

velja na podlagi izraza (12.17) tudi

VIRV = K2 (12.29)

pri ¢emer je K2 sedaj neka druga konstanta. Izraz (12.29) predstavlja zapis elipse s sredis¢em
v izhodis¢u ravnine vyv;. V tej novi ravnini poznamo poleg osnovih osi tudi t. i. glavni osi
vyvy, ki sta pravokotni na vse elipse s kontstantno vrednostjo &. Ce predpostavimo, da velja
F(V) = VTRV in ¢e nas zanima gradient od F, ki je enak gradientu od ¢ (F in & se namreé

razlikujeta le za konstanto &), potem velja

_[dFdF  dF
N dUodUl.”d’UL

Katerikoli vektor, ki gre skozi izhodisce ravnine V = 0 lahko zapisemo tudi kot V. Ker pa

r — 2RV (12.30)

glavni osi gresta skozi to izhodis¢e in sta pravokotni na F(V), lahko torej zapiSemo

2RV’ = uV'  oziroma [R — gI} V' =0 (12.31)

Ta oblika zapisa je podobna izrazu (12.21), torej mora biti V' lastni vektor matrike R ali
drugace, lastni vektor vhodne korelacijske matrike R predstavlja glavne osi paraboloida srednje
kvadraticne napake £. To je vidno tudi na sliki 12.4. Osnovna ravnina je torej lahko podana s
koordinatami w,, v, ali v},. Tako lahko tudi srednjo kvadrati¢no napako & izrazimo v odvisnosti

od vseh treh vrst utezi. To je razvidno iz izraza (12.32)

£ = &uint (W—-W)TR(W - W)
= &min + VIRV
= &nin + VH(QAQT)V (12.32)
= &un +(QTV)TA(QTV)
= &uin + VTAV'
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Iz ravnine W smo torej presli preko ravnine V v ravnino V’. Te prehode smo izvedli s

transformacijama

translacija: V=W — W~

(12.33)
rotacija: V =Q'V=Q'Vv
Da drzi druga relacija v izrazu (12.33) lahko preverimo z gradientom £. Velja torej
V =2AV' = 2[A\gvgy, A0y, . .., ALvg] (12.34)

Iz zgornjega izraza je razvidno, da v primeru, ko je samo ena komponenta razlicna od nic,
lezi vektor gradienta vzdolZ te osi, torej predstavlja V' koordinatni sistem glavnih osi. Prvi in
drugi odvod srednje kvadrati¢ne napake £ vzdolZz poljubne glavne osi lahko zapiSemo z izrazom
(12.35). Vidimo, da drugi odvod £ po poljubni osi predstavlja torej pripadajo¢o dvojno vrednost

lastne vrednosti matrike R vzdolz poljubne glavne osi.

d¢ . dg?
=2\, v/, oziroma —5 =2\ (12.35)
dv! nen dv'? "
n v n
Wl‘ osnov‘r;e; % rotacija
£k \v
3
V']
5
VO osnovna os
glavna os
V'()
glavna os
-
translacija ” Wo

Slika 12.4: Koncentri¢ne elipse paraboloida za L = 1 z nakazano translacijo in rotacijo

12.1 Osnovne znacilnosti gradientne metode

Do sedaj smo predpostavili, da je oblika povrsine srednje kvadrati¢ne napake £ znana funkcija.
V resnici ta funkcija ni analiti¢no dolocljiva, prav tako pa tudi niso znani parametri, ki dolocajo
to povrsino. Zato jo moramo pravzaprav sami najprej ugotoviti in nato tudi poiskati njen op-
timum. Poznani sta dve metodi, s katerima lahko dolo¢imo minimum iskane povrsine. Prva

metoda je Newtnova metoda, druga pa je metoda najvecje strmine. Pri obeh metodah bomo
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uporabljali oceno gradienta za doloc¢anje smeri iskanja optimuma, ki nas bodo pripeljale do
optimalne resitve. Zato obe metodi spadata v razred gradientnih metod. Poleg gradientne
metode, metode najhitrejSega spusta, poznamo tudi metodo najmanjsih kvadratov, poznano
pod imenom LMS (Least Mean Square) in niz metod nakljuénega znacaja. Ti dve osnovni
metodi se uporabljata v primerih, ko povrSina srednje kvadraticne napake & ni kvadratna
funkcija uteznega vektorja.

Najprej si oglejmo nekaj osnovnih lastnosti gradientne metode, metode, ki jo uporabl-
jamo pri iskanju optimuma v dani, torej predpisani smeri. Zaradi lazje razumljivosti se zopet
odredemo splo$nosti in se omejimo le na na eno utez, ki pa sicer nima vecjega prakti¢nega
pomena. Dobljeno resitev pa bomo potem posplosili. V danem primeru povrsina torej preide

v parabolo na sliki 12.5.

gA

zacetna tocka

amin

Slika 12.5: Princip gradientne metode z enim uteznim vektorjem

Srednjo kvadrati¢no napako ¢ lahko torej zapisemo

€ = Emin + Mw — w*)? = Epin + roo(w — w*)? (12.36)

[s¢emo torej w*, postopek pa za¢nemo v poljubni tocki wy. Naslednjo tocko w; dolo¢imo
tako, da wy spremenimo glede na gradient parabole. Korak, to je razdalja med w, in w1,
torej ni konstanten temvec je obratno sorazmeren nagibu parabole £. To relacijo lahko zapisemo
tudi z izrazom (12.37), kjer k predstavlja korak iteracije, parameter p pa doloca stabilnost in

obmocje konvergence

W1 = Wy + w(—=Vi) = wp — 2uX(wy, — w*) = (1 = 2u\)wy + 2uIw* (12.37)

Pri tem smo upostevali, da je gradient v primeru ene spremenljivke enak

@

vkzalw_

2\ (wy, — w’) (12.38)
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Izraz (12.37) je torej linearna diferen¢na enacba prvega reda s konstantnimi koeficienti. Ce
bi izra¢unali nekaj prvih vrednosti za wy, bi lahko na tej podlagi zapisali odvisnost med wy in

wp, ki jo podaja izraz (12.39).

wy = w* + (1= 2u\)*(wy — w*) = w* + r*(wy — w*) (12.39)

Parameter r predstavlja geometrijsko razmerje. Da bo adaptivni sistem stabilen mora biti
njegova absolutna vrednost manjsa od 1. Potem velja izraz (12.40) in posledi¢no wy, konvergira

v w*.

I/JA>p>0 (12.40)

Vpeljimo sedaj Se pojem krivulje ucenja, ki jo prikazuje slika 12.6 in, ki predstavlja odvisnost
srednje kvadrati¢ne napake £ od sStevila korakov iteracije. Srednja kvadrati¢na napaka & se z

vsakim korakom iteracije zmanjsuje, torej lahko izraz (12.36) zapisemo tudi

Ker je razlika med wy in w* vedno manjsa, & konvergira v &,,:,, kar je razvidno tudi iz slike
12.6. Ocitno velja tudi 73,95 = r?, za katerega je znacilno, da nikoli ne more biti negativen,
kar posledi¢no pomeni, da & nikoli ne zaoscilira okoli &,,;,, temve¢ se mu postopno priblizuje
samo z ene strani. Fizikalni pomen na spodnji krivulji imajo samo oznacene tocke, ki jih u¢na

krivulja povezuje. Vrednosti krivulje med tockami nimajo nikakrsnega pomena.

£A / zaCetna toc¢ka
&o 1
(t:,min RO A

>k

Slika 12.6: U¢na krivulja & = f(k) v primeru z eno utezjo



256 12. Diskretni adaptivni sistemi

12.2 Newtnova metoda

Sedaj, ko smo spoznali splosne lastnosti gradientne metode si lahko ogledamo lastnosti vsake
izmed omenjenih metod posebej. Za Newtnovo metodo velja
1

=1—-2u\= = — 12.42
T 1 0, o\ ( )

Pravimo, da je v tem primeru gradientni postopek kriti¢no dusen. Srednja kvadrati¢na
napaka & konvergira v &, v enem samem koraku. Postopek za¢nemo v poljubni tocki wy,
v kateri izracunamo prvi odvod, s pomocjo katerega doloc¢imo naslednjo tocko, wi. Le ta je
doloc¢ena s presecis¢em tangente na krivuljo v tocki f(wp) in abscisne osi, kot to prikazuje slika
12.7. Velja torej

oo = LU oy =y~ I csivoma ws =~ L (12,03
f(w)h
Fw)
flw
- P

> w
Wi Wo

Slika 12.7: Newtnova metoda iskanja nicel f(w)

Iz izraza (12.43) je razvidno, da je konvergenca Newtnove metode odvisna od zacetne tocke
wo in od narave (kriterijske) funkcije f(w). Newtnova metoda izredno hitro konvergira proti
optimalni vrednosti tudi v primerih z velikim Stevilo parametrov. Newtnova metoda predstavlja
v bistvu postopek iskanja nicel funkcije f(w) = 0. Ker nas zanima izraz V& = 0, oz. v enodi-
menzionalnem primeru {'w) = 0, lahko f(w) nadomestimo z &'(w) in izraz (12.43) zapisemo v

drugacni obliki

& (wy)
gll(wk)

Iz enacbe vidimo, da imamo opravka tudi z drugim odvodom. V doloc¢enih primerih pa sicer

enostavna Newtnova metoda postane precej kompleksna. Ker v praksi nimamo na voljo anali-

ti¢nega izraza za £(w), pomeni, da gradienta £’'(w) in njegovega odvoda £ (w) ne moremo to¢no
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dolociti, ampak ju lahko le ocenimo. Postopek iskanja optimuma je tudi zahtevnejsi, kriterijska
funkcija ni kvadratna funkcija uteznega vektorja, temvec¢ je visjega reda. V teh primerih se
postopek priblizevanja optimumu ne kon¢a v enem samem koraku, temvec je potrebnih nekaj
korakov ve¢. V teh primerih je pomembna tudi izbira startne, zac¢etne tocke iskanja optimuma,
saj ob napacno izbrani zac¢etni tocki, Newtnova metoda ne najde optimalne tocke.

Posplosimo sedaj $e enodimenzonalni primer iskanja optimuma. Izraz (12.18) pomnoZimo

z leve z 1/2R ™! in z upostevanjem izraza (12.14) dobimo po ustrezni preureditvi sledeci izraz:

W* =W —1/2R'V  oziroma W, ; =W, —-1/2R'V, =W, — uR'V, (12.45)

Dobili smo torej posplosen izraz n dimenzionalnega prostora. Indeks k pri gradientu pomeni,
da je z gradientom doloc¢enim v k-ti tocki lahko dolo¢imo naslednjo, t. j. k41 tocko. V zadnjem
izrazu smo 1/2 nadomestili z p zato, da lahko ta izraz primerjamo z izrazom v enodimenzional-
nem prostoru. Tudi tokrat parameter p, ki je brez dimenzij, dolo¢a podrocje konvergence. Ce
je povrsina srednje kvadrati¢ne napake ¢ Se vedno drugega reda in p = 1/2, zadostuje en sam
korak za to, da doseZzemo optimalno tocko. Sicer pa veljati da mora lezati korak p v obmodju
0 < u < 1. Kot je razvidno iz slike 12.9a metoda ne sledi smeri gradienta, ki je pravokotna
na tangento elipse v tocki trenutnega iskanja. Smer iskanja sovpada s smerjo gradientov le v
karakteristi¢nih, lastnih oseh konveksne funkcije, torej v primeru, ko zacetni vektor utezi W
leZi na eni izmed glavnih osi prostora £. Z nadomestitvijo gradienta v izrazu (12.45) z izrazom
(12.18) in s preureditvijo izraza, dobimo drugo obliko izraza (12.45), ki je primerljiva z izrazom

enodimenzonalnega primera (12.39).

Wi = (1 = 2u)Wy +2uW*  oziroma W, = W* + (1 — 2u)" (W, — W*) (12.46)
Ce si pogledamo sedaj Se u¢no krivuljo in izhajamo iz gornjega izraza in relacije & = &5, +

VTRV (12.17), dobimo srednjo kvadrati¢no napako v k-tem koraku &, ki je podana tudi na
sliki 12.8

&k = Emin + (1 — 21)"* VIRV (12.47)

oziroma

rase =10 = (1 — 2u)? (12.48)
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Slika 12.8: U¢na krivulja srednje kvadraticne napake & v k-tem koraku za Newtnovo metodo

12.3 Metoda najvec¢jega vzpona

Metoda najvecjega vzpona je pogosto uporabljena metoda med znanimi gradientnimi meto-
dami. Za to metodo je znacilno, da se vrednosti komponent uteznega vektorja W z vsakim
korakom iteracije vedno spreminjajo v smeri negativnega gradienta, to je v smeri najhitrejSega
padanja srednje kvadrati¢ne napake &, kar je razvidno tudi iz slike 12.9b. Metoda je pocasnejsa
v primerjavi z Newtnovo metodo, ima pa to tudi svoje prednosti. Pocasnejsa adaptacija namrec
zagotavlja tudi filtriranje, ki zmanjsa vpliv Suma, ki je posledica dejstva, da povrsina ni vnaprej
znana temvec je doloCena z meritvami gradienta &, kar namrec¢ prinaSa napako, ki se pojavi v
obliki Suma. Prav zaradi tega ima v mnogih aplikacijah ta metoda prednost pred Newtnovo
metodo. Za algoritem metode z najvecjo strmino velja relacija v izrazu (12.49). Upostevali smo
tudi izraza (12.14) in (12.18).

WA Wik
&=kl &=kl

(a) Wo (b) Wo

Slika 12.9: Algoritem iskanja optimuna za (a) Newtnovo metodo in (b) metodo najvecje strmine
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Wi = Wi+ u(=Vi) = (I -2uR)Wy + 2uRW* (12.49)

Konstanta p doloca velikost koraka v smeri iskanja optimuma in ima dimenzijo recipro¢ne
vrednosti signala, predpostavili pa smo ponovno kvadratno odvisnost srednje kvadrati¢ne na-
pake ¢ od uteznega vektorja W. Iz gornjega izraza je tudi razvidno, da matrika Wy ni ¢ista
diagonalna matrika, saj se pojavlja tudi ¢len 2uR v prvem delu izraza. Posledica tega je, da ma-
trika Wy, ni diagonalna, saj tudi matrika R ni diagonalna, to pa se izraza v prisotnosti krizne
korelacije med elementi matrike Wy. V primerjavi z izrazom (12.46) za Newtnovo metodo
vidimo, da tam krizna korelacija ni bila prisotna (odsotnost matrike R v izrazu), pojavi se

torej Sele sedaj. S transformacijo V.= "W — W* preide izraz (12.49) v

z rotacijo V.= QV’ in mnoZenjem enacbe (12.48) z Q! z leve pa dobimo

= Q' I-2uR)QV), = (Q'IQ — 2uQ 'RQ) V), = (I — 2uA) V), (12.51)

Ker sta Iin A sedaj diagonalni matriki, smo s translacijo in rotacijo odpravili vpliv krizne ko-
relacije. Zato pa nismo ve¢ v osnovnem koordinatnem sistemu temvec¢ v koordinatnem sistemu,
ki ga dolocajo glavne osi avtokorelacijske matrike signalnega prostora. S popolno indukcijo, ki
smo jo do sedaj ze uporabili takrat, ko smo Zeleli pokazati odvisnost k-tega elementa vektorja

W oz. V, od zacetne izbrane tocke adaptacije, dobimo izraz, ki nakazuje to odvisnost:

V) = (I—2uN)*V} (12.52)

Da bo sistem stabilen mora veljati I — 2uA < 1 oz. mora vrednost izraza limitirat proti
nic, kar bi lahko zapisali tudi v matri¢ni obliki, katere elementi glavne diagonale so posamezne

limite, ostali ¢leni pa so enaki ni¢. Pogoj za stabilnost lahko tudi zapisemo v obliki:

0<p <1/ Mz (12.53)

V tem velja, da gre v limitnem procesu, ko gre k proti neskon¢nosti V). proti ni¢ oz. Wy,
proti W*.
Splogen izraz (12.49) poskusimo izraziti Se v naravnih, netransformiranih koordinatah. Ob

upostevanju izraza (12.52), ki ga pomnozimo s Q z leve strani in upo$tevanju transformacije in
rotacije v izrazu (12.33) V/ = Q71(W — W*) in izraza (12.23) dobimo:
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W, = W'+ QI —2uA)FQ YWy — W¥)
W* + (QIQ " — 2uQAQ1)H(W, — W*) (12.54)
= W'+ (I-2uR)" (W, — W)

Tudi v tem primeru si poglejmo, kako je z u¢no krivuljo. Tudi tokrat izhajajmo iz izraza
(12.17) vendar uporabimo namesto osnovnih, glavne osi. Z upoStevanjem izraza (12.52) in
komutativnosti diagonalnih matrik dobimo &g, za katero je u¢na krivulja prikazana na sliki
12.10.

gk = émm + V/TAV/
= Lnin + [(T = 2pA)FV]TA(T — 20M) PV

12.55
oziroma
(rase)n =75 = (1= 2uX,)? (12.56)

Slika 12.10: Uc¢na krivulja srednje kvadraticne napake & v k-tem koraku za metodo najvecje

strmine

12.4 Primerjava Newtnove metode in metode najvecje str-
mine

V tem podpoglavju napravimo primerjavo obeh gradientnih metod. Tu se nahaja le zgoscen
seznam lastnosti, brez daljsih opisov, saj smo vec¢ino lastnosti obeh metod Ze obdelali v prejsnjih

podpoglavjih. Namen tega podpoglavja je le skoncentiran pregled doloc¢enih lastnosti.
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(a) stevilo potrebnih iteracij

Pri Newtnovi metodi ponavadi zadostuje Zze en sam korak (izjemoma ve¢), medtem, ko je
pri metodi najvecje strmine potrebno veliko ve¢ korakov, da najdemo optimum funkcije &.
Nevarnost izbire zacetne tocke obstoja pri uporabi Newtnove metode pri funkcijah £ visjega
reda, kjer lahko nastopi resitev v enem od ve¢ lokalnih minimumov ali maximumov, to pa

pomeni, da ob napacno izbrani zacetni tocki W, dosezemo le lokalni, namesto globalni minimum.

(b) Smer dostopa

Pri Newtnovi metodi je smer iskanja optimuma direktna in le pogojno v smeri negativnega
gradienta (¢e optimum lezi na eni izmed glavnih osi), medtem, ko je pri metodi najvecje strmine

vedno v smeri negativnega gradienta.

(c) Uéna krivulja

& pri Newtnovi metodi upada hitreje kot pri metodi najvecje strmine. Vzrok za to je potrebno
poiskati v matriki R, s pomocjo katere Newtnova metoda poisce, hitrejso, direktno pot do

optimuma namesto gradientne smeri.

(d) Uporabnost

Pri obeh metodah se ob vsaki iteraciji spremenijo vse komponente uteznega vektorja W. Velja,
da je implementacija Newtnove metode zahtevnejsa od implementacije metode najvecje strmine,

ki je zaradi tega bolj pogosto uporabljena.

12.5 Ocena gradienta srednje kvadraticne napake £ in vpliv

napake ocene na adaptacijo

Sprva smo predpostavili, da poznamo analiticen izraz povrSine hiperparaboloida, nato smo
ugotovili, da moramo to povrsino pravzaprav Sele doloc¢iti z merjenji, za katera pa smo zopet
predpostavili, da so dovolj natan¢na. V realnih sistemih pa ta merjenja niso povsem natancna,
zato moramo upostevati tudi mozno napako, ki je posledica neto¢nih meritev. V tem primeru
govorimo o oceni, ki temelji na statistiki omejenega Stevila vzorcev. Ta napaka, ki je posledica
ocene meritev, se v sistemih odraza kot dodaten Sum.

Oglejmo si posploseno metodo merjenja diferen¢nih koeficientov. Iz nje je izpeljanih vec

drugih metod, npr. trenutna metoda kot osnova ocene gradienta LMS algoritma, ki temelji
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na predpostavkah, veljavnih na hiperpovrsino srednje kvadraticne napake. Predpostavimo

ponovno, da imamo sistem z eno samo utezjo. Potem lahko na podlagi izraza (12.36) zapiSsemo

€ = Emin + Mw — w*)? = Epin + W° (12.57)

Za prvi in drugi odvod £ potem velja

d d?
_5 =2\ in §

— =2\ 12.
dv dv? (12.58)

Kot je prikazano na sliki 12.11 lahko oba odvoda tudi ocenimo na podlagi centralne vred-

nosti, tako dobimo

de _Ew o)) L€l +0) -~ 2%0) +Ev—0)
dv 20 dv? 02

(12.59)

Ti priblizki postanejo toc¢ni, ko gre § proti ni¢ ali pa je £ kvadratna funkcija utezi v. Ce bi
torej izraz (12.57) odvajali na podlagi definicije (12.59), bi prav tako dobili to¢en rezultat, kot
v izrazu (12.58). Sedaj pa predpostavimo, da se med trajanjem meritve gradienta &, spreminja
vrednost utezi v med v — § in v 4§, kar pomeni, da ta da nikoli ne zavzame dejanske vrednosti
v, ter, da je Stevilo vzorcev z vrednostjo v — § enako Stevilu vzorcev z vrednostjo v + J, to je
N. Na osnovi te prdpostavke lahko v splosnem dolo¢imo nenatanénost v za povrsino drugega

reda, kot sledi

v =1/2[€(v—08)+E(v+8)]—£(v) = 1/2[28min+ A0 —=08)>+ A (0+8)?] = (Emin+Iv?) = A (12.60)

Iz izraza (12.60), je razvidno, da je za povrsino drugega reda nenatan¢nost v konstantna
in ni odvisna od utezi v. Vpeljimo sedaj pojem perturbacije P, ki predstavlja brezdimenzijsko

veli¢ino merjene ocene gradienta in je definirana kot

A
fmin gmin

Zgornji izraz dejansko predstavlja povpre¢no nenatan¢nost, normirano z najmanjsSo mozno

P

(12.61)

srednjo kvadrati¢no napako. Pri Newtnovi metodi potrebujemo tudi drugi odvod. Kot je
razvidno iz izraza (12.59) bi potrebovali ¢ N vzorcev pri vrednosti v. Srednji ¢len v izrazu
(12.59) sicer prispeva k zmanjSanju povprecne perturbacije, je pa v primeru povrsine drugega
reda konstanten in ga zato v prakti¢nih primerih tudi zanemarimo.

Sedaj preidimo v vec¢dimenzionalni prostor. Na sliki 12.12 je prikazan dvodimenzionalni

primer. V tem primeru velja izraz (12.32), zato lahko zapiSemo:
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éA /

/. Ly
T 7
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058,
> v
V-0 \Y
v+0

Slika 12.11: Merjenje odvoda &’'(v) za enodimenzionalni primer

£ = &unt+ VIRV
T T v
Emintlvo o ]| ] (12.62)
o T11 U1

_ 2 2
= &min + Too¥5 + r1107 + 21010001
Parcialne odvode lahko neodvisno merimo vzdolZz posamezne osi in tako dobimo delne nor-

malizirane nenatanc¢nosti oz. perturbacije

52 52
Py = 200 oziroma P, = 211 (12.63)
Skupna perturbacija P je potem povprecna vrednost obeh perturbacij:
52
P=py+p = 0t (12.64)

V izrazu (12.64) predstavlja vsota v drugem Stevcu vsoto diagonalnih ¢lenov matrike R in
sicer v primeru dvodimenzionalnega signalnega prostora. Izraz (12.64) lahko posplogimo za

primer L + 1 dimenzionalnega prostora:

82 Sr
P= %;01 (12.65)

Ker pa drugi del izraza (12.65) predstavlja povpreéno vrednost lastnih vrednosti matrike R

lahko zapisemo tudi

6*Xaw

Tmin

P =

(12.66)
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v vsaki tocki perturbacije
imamo N vzorcev

>
Wo

Slika 12.12: Merjenje gradienta V& za dvodimenzionalni primer
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