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1. Definicija enakosti, preseka, unije in razlike deh mnozic.

Mnozici A in B staenaki natanko takrat, kadar imata iste elemente, kaseamp A = B. Na
primer, mnozica vseh realnih Stevil je enaka mnozic
A = {x; x je realno Stevilo, Ox = 0}

Unija A U B je mnozica, ki vsebuje vse elemente, ki sonozici A ali v mnozici B:
AUB={x;xeAalixeB}

PresekA N B je mnozica, ki vsebuje vse elemente, ki so vhabeozicah, v A in v B:
ANB={x,xeAinxe B}

Razlika A\B dveh mnozic je mnozZica, ki vsebuje vse elemennozice A, ki niso elementi
mnozice B:

AB ={x; x e Ainx ¢ B}
Razliki A\B pravimo tudi komplement mnoZzice B, géeda mnoZzico A.

2.

Mnozica je zbirka objektov, ki jih imenujemo elenmiennozice. Mnozico lahko opredelimo
tako, da nastejemo vse njene elemente (A = {1,D,aldpa s pomgjo pravila, ki natanko
doloca pripadajoe elemente (B = {x; x R, x > 0}).

Mnozici A in B sta enaki natanko takrat, kadar ieniste elemente (A = B).

3. Pokazi: (xe AalixeB,x¢ ANB)s xe (AuB)- (AN B).

(xeAalixeB,x¢e ANB)o xe (AaliB), xe¢ (ANB)
o xe(AUB),x¢ (ANB)
< xe (AU B, razenA N B)
& xe(AUB) —(A N B)

4,
Osnovne operacije z mnozicami so:

* Unija (A U B) je mnozica, ki vsebuje vse elemente, ki so wai A in B.

* Presek(A N B) je mnozica, ki vsebuje vse elemente, ki so eoimnozicah, v
Ainv B.

* Razlika (A \ B) dveh mnozic je mnozica, ki vsebuje vsemedate mnozice A,
ki niso elementi mnozice B. Razliki (A \ B) praviniedi komplement
mnozZice B glede na mnozico A.

» Karteziéni produkt (A x B) je mnozica, katere elementi so urejeni pary),
kjer je prvi element iz mnozice A, drugi pa iz miuezB.

5. llustriraj z Vennovim diagramom enakost (AN B)'=A'U B
Opomba: tu je X' komplement mnozice X.



6.
AUB ={1,2,3,5,7,8, 9,10}

(AUB)N(A-B) ={1, 2, 3,5, 7,8, 9,100 {1,2,6,7,9,} = {1,2,7,9}
A ni prava podmnozica mnozice B

7. S dana mnozica, E, F, G delne mnozice mnoziceES komplement
mnozice E glede na S. Pokazite:B(FUG)=(ENF)U(ENG) in
(EUF)=E'NF.

Vzamemo element iz prve mnozice in pokazemo, dduefv drugi mnozici:

xeEN(FUG)e xeEinxeFUG
o xeEin (xe Falixe G)
oxeENFinxeENG
oxe(ENF)U(ENG)

xe(EUF)ex¢EUFex¢EinxeFexeENF

8.
Preslikava ali upodobitev mnozice A v mnozico B (f: A»> B) je pravilo, ki vsakemu

elementu & A priredi tatno dol@en element v mnozici B. Element mnoZzice B, ki ga

preslikava f priredi elementusaA, je slika elementa a in ga zapiSemo kot f(a)okico A
imenujemadefinicijsko obmogje preslikave f, mnozico f(A) pa njeraloga vrednosti
Poznamo 3 vrste preslikav: injektivna, surjektiumaijektivna.
* Preslikava (f: A— B) jeinjektivna, ¢e sta sliki razinih elementov vedno
razlicna elementa (& b >f(a)# f(b)).
* Preslikava (f: A~ B) jesurjektivna, kadar je njena zaloga vrednosti enaka
celi mnozici B (f(A) = B).
* Preslikava (f: A— B) je bijektivna, kadar vsakemu elementu iz A pripada

natanko en element iz B in je vsak element iz Bastiatatino enega elementa
iz A.



9. Upodobitev f : M1-> M2 je podana takole: x> In x. Dologite definicijsko obmogje
upodobitve in kakSna upodobitev je to.

Df ={x, x e R, x > 0}
Upodobitev je injektivna.

10.
Definicijsko obmdje so vsi elementi mnozice A (-1,0,1), zaloga vasinpa vse reSitve

enabe f (a) =4 ac A, torej 0 in 1. Ker sliki raztinih elementownista vedno razlina
elementa funkcijai injektivna.

11. Nastejte nekaj razlogov za razsiritev Stevilski sistemov. Katerih principov

se drzimo pri razSiritvah?

Stevilski sistem razsirimo, ker si v novem Stewéisksistemu Zelimo izvajati operacije, ki v
starem niso bile moge. Pri tem se drZzimo principa, da so v novem &keih sistemu, poleg
novih, mog@e (neomejene, vedno izvrsljive) tudi vse 'starerapije in da veljajo vsi zakoni
(npr. komutativnost, asociativnost, distributivijp&t so veljali v starem Stevilskem sistemu.

12.

Naravna Stevila so vsa cela Stevila, ki s§aed 0. Za réunanje z naravnimi Stevili
uporabljamo mnoZenje in seStevanje, saj dastalduft in vsota dveh naravnih Stevil vedno
novo naravno Stevilo, ki je ¥ ali kvegjemu enako vrednosti vsakega posameznega Stevila.
Mnozica naravnih Stevil je diskretna, kar pomeainged dvema sosednjini@gnoma ni
nobenega drugega. Je tudi nesk@nmnozica, saj ima vsako Stevilo naslednika (nZa).
racunanje z naravnimi Stevili veljajo sleigakoni: zakon komutativnosti (a+b = b+ain a-b

= b-a), zakon asociativnosti (a+(b+c) = (a+b)+a-ifb-c) = (a-b)-c) tez zakon distributivnosti
(a-(atb) = a-b+a-c)

13. Popolna ali matemaiina indukcija. Ali lahko navedete kak primer?
Princip popolne indukcije pogosto uporabljamo zkadwvanje trditev in izrekov. Vsak tak
dokaz poteka v dveh fazah:
1. Najprej dokazemo, da trditev velja za naravno &€l
2. Nato dokazemo, da iz veljavnosti trditve za narastewilo n (indukcijska
predpostavka) lahko sklepamo, da trditev velja aadhaslednje naravno Stevilo n+1.

Primer: Dokazimo, da etbal+2+...+n=

nin+l) . .
) velja za vsa naravna Stevila n.
1. Zan =1 je veljavnosti trditvecdna
2. Predpostavimo, da etlaa velja za neko naravno Stevilo k.
Ozn&imo S, =1+2+...+Kinizraunajmo S, ., . Zaradi indukcijske

predpostavke veljaS, ., =1+2+..+k+(k+1) =S, +(k+1) = k(k2+1)

+(k+1).

Desno stran te enakosti spravimo na skupen imeeova,, =w, kar

pomeni, da enda velja tudi za k + 1. Egba torej velja za vsa naravna Stevila.



14.

cosn) =(-1)"

n=1:

cos(ln) =(-D'=-1

n- n+1:

cos(h+1)7) = (-)™*

cosr+ 1) = (-1)" [{-1)°

cosnr) [eosr—sin(n7) $inr=—(-1)"
cosn) (-1 -0=—(-1)"

cosn) =(-1)"

2 —

15. Pokazite s popolno indukcijo, da veljd? +3* +...+ (2n-1)? =w.

2 _
1 +3°+...+(2n-1° :w
n=1:L=1D=1
n-n+l:

2_
1?+3+...+(2n-D*+(2n+1? = (n+1)(4(2+1) )
2 _ 2 _ 2 3 2

n(4n< -1) +(2n+1)? = n(4n< -1 N 3(2n+1) I 4n° +12n° +1In+3

3 3 3
16.
P+ + +nt= n(n+1)(2n+1)

6
n=1:
1L+1)(20+1) _ 6 _
6 6

n-n+l:
P+ +..+(n+1)° = (n+1)(n+62)(2n+3)m:)

17. OpiSite razSiritev mnozice naravnih Stevil na lomke in naStejte lastnosti mnozice
ulomkov.

Vsako racionalno Stevilo lahko predstavimo kot udérm/n, kjer je Stevec m celo,

imenovalec n pa naravno Stevilo. V mnozici nara\gtévil sta edini neomejeno izvrsljivi
operaciji seStevanje in mnozenje, v mnozici ulomgaye neomejeno izvrsljivo tudi
odsStevanije in deljenje (razen deljenja z 0). Velggkoni asociativnosti, distributivnosti ter
komutativnosti, ni najmanjSega ali najyega Stevila. Mnozica ulomkov je gosta mnozica, kar
pomeni, da je med dvema Steviloma vedno Se najeremjPravila, ki veljajo v mnoZzici
ulomkov: krizno mnozenje, razsSirjanje ulomka, pagawgljanje dvojnih ulomkov, dajanje na
skupni imenovalec ...



18.

Vsako racionalno Stevilo lahko predstavimo kot uédrm/n, kjer je Steveen celo,
imenovalem panaravno Stevilo. Dva razlina ulomka m/n in p/q predstavljata isto
racionalno Steviloge je mq = np. Ulomek p/q je okrajSdie, sta p in q tuji si Stevili.
Racionalna Stevila niso diskretna, z njimi pa labkorabljamo vse matemétie operacije.

19. Pokazite, da\/§ ni racionalno Stevilo.
Ce bi bilov'3 racionalno &tevilo, bi ga lahko zapisali = m, m, neZ, kjer Stevilim in
n

n nimata skupnih deliteljev. Potemjg® = 3n?, torej je m vekratnik Stevila 3. Potem je tudi
m vekratnik Stevila 3 (saj imata m im?® iste prafaktorje), torej m = 3k ifk* = 3n*. Od tod
sledi n® = 3k?, torej je n vékratnik Stevila 3, to pa je v nasprotju s predpdstada m in n
nimata skupnih deliteljev. Zasli smo v protisloyeedpostavka da je@ racionalno Stevilo je
nap&na.

20.
Absolutna vrednost je preslikavalizv mnozico nenegativnih realnih Stevil, ki je di#oa s
predpisom |a| = a,20in |a| = -a, a < 0.

Lastnosti:[a| ~|b| <[a+b| <|a| + o], [ab =|a]

21. Realna Stevila in njih upodobitev na Stevilskpremici.

Geometrijsko lahko realna Stevila predstavimo koké na Stevilski premici, kjer smo izbrali
izhodi&e — ta@ko, ki predstavlja Stevilo 0, in (alajno desno od nje) &&o, ki predstavlja
Stevilo 1. S tem smo dalib koordinatni sistem na Stevilski premici in enata merjenje

dolzine. Vsakemu StevilueR pripada natanko dotena téka na Stevilski premiciée je a

pozitivno Stevilo, mu pripada &ka desno od 0, ki je od 0 oddaljena zackaje negativno, pa
je ustrezna t&ka na levi, za |a| oddaljena od 0.

Na Stevilski premici se nazorno pokazejo nekatelacije med Stevili. Na primer, Stevilo —a
je simetréno Stevilu a glede na izhod&0. Relacija b < a se odraza tako, da je b leva.od
Vsoto Stevil a in b dobimo tako, da Stevilo a preneamo po Stevilski premici v smeri in za
dolzino, ki ju dol@a b. Mnozico vseh Stevil na daljici med dvema dangteviloma a < b,
imenujemo interval. Ta je lahko odprt, zaprt aliquiprt, glede na to, ali vsebuje svoja
kraji&a ali ne. Absolutna vrednost razlike |a-b| je erdiizini intervala (a,b).

Ce je &(epsilon)majhno pozitivno Stevilo, potem mnozica {x; |x-afkvsebuje natanko tista
Stevila x, ki so od Stevila a oddaljena za manj&d®ravimo ji& okolica Stevila a in jo lahko

zapiSemo tudi kot odprt interval dolzin& 2 sredi8em v ta@ki a.

Poznamo tudi neomejene intervale, to so poltraldtagilski premici ali pa cela Stevilska
premica.

22.
Dvojiski (binarni) Stevilski sistem je Stevilskissem z osnovo 2. Edini Stevki uporabljeni v
tem sistemu sta 0 in 1.

25:2=12+1



12:2=6+0

6:2=3+0
3:2=1+1
1:2=0+1

25 DEC = 11001 BIN

23. Definicija kompleksnega Stevila, enakosti dvekompleksnih Stevil in

konjugirane vrednosti kompleksnega Stevila.

Kompleksno Stevila je urejen par realnih Stevil (a,b); prvo Stevdor Reo, imenujemo
realna komponenta, drugo Stevilo, b =dppa imaginarna komponenta. Mnozico vseh

kompleksnih Stevil ozri@mo s simbolont .
Dve kompleksni Stevili sta enaki, kadar imata emakini in enaki imaginarni komponenti.

Stevilo a = a + bi konjugirano tevilo je = a — bi . Steviloo je simetrtno tevilua glede
na realno os.
Nekaj lastnosti konjugiranja:

a=a
a+B=a+p

(@h=(@"

24.
Absolutna vrednost ali modul kompleksnega Stewij@a dolzina daljice, ki povezuje
koordinatno izhodig& s kompleksnim Stevilom. To je tudi kvadratni koren Stevite .

(la| =Vaa =+a* +b*)

25. Aritmetiéne operacije s kompleksnimi Stevili - definicija inlastnosti.

SeStevanje, odStevanjposebej seStejemo/odStejemo Im in Re del)

mnozenje, deljenjéori deljenju imenovalec in Stevec pomnozimo sugirno vrednostjo
imenovalca.)

konjugiranje(predznak imaginarne komponente se spremeni)

26.
Kompleksna Stevila predamo v kompleksni ravnini z Re in Im o0sjo, kamor asamo realne
in imaginarne komponente.

27. Trigonometri¢na oblika kompleksnega StevilaZ = —/3 +1
r=Z|=yx*+y? =43+1=2
_y_ 1 _ V3
tgp=2=——=-"=
X =43 3
_ 5[]
? 6
20

L Z= 2(0055(|;I +isin5(|;|) =2 ¢



28.
Moivreovo pravilo praviz" = r"(cosng +isin n@) pri ¢emer je r absolutna vrednost
kompleksnega Stevila @, pa kot med r in realno osjo.

z=+/3-]

=7 =V3 + ()7 =2
T

tan¢:%:¢:—g

8 _ T i T e
Z° = (2(cosf 6)+|S|n( 6))
Z8 = 28(cos(—%”) +i sin(—%”) =-128+128/3i

29. S pomgjo Moivreove formule poi&ite sin3g .
cos’ ¢ +3cos gsing +3cosp(ising)” +i°sin® ¢ =
=cos’ ¢ —3cosgsin® @ + (3cos @gsing —sin® @)
= C0S3¢ +iSsin3¢g

= sin3k¢ = 3cos @gsing —sin® ¢ = 3sing —3sin’® ¢ —sin’ ¢
sin3¢ = 3sing —4sin’ ¢

30.
Korene kompleksnih Stevil lahkodanamo s predpisow = z"™ « w" = 2"



w" = Z" = r," (cosmg +isinm?) =r," (cosng +isinng)

m

===
z=1+i
r :|Z' =1 +7? :\/E

tan¢:1:>¢=7ZT

(r,(cosd +isind))? = (\/E(cosg +i sin’ZT)2
r,%(cos39 +isin3s) = 2(003%7 +i sing)
r=2=r,=32

cos&?:cosl—T:>3z9=£+2kﬂ:>z9:7—T+&T,kDZ
2 2 6 3

= \/E(cos(]—g+%T) +i sin(7—6T+%T))
. 3,1
wo:\/E(cosgﬂsm]—g,k:O:wo=x/§(g+l—2)
N

Wl=x/§(cos%T+isin%T,k=1:>W1:3 2(——+§)

W, :\/E(cos%ﬂsin%?,k:Z: W, =-i¥/2

1
31. Dolctite i 3.

[l ﬂ)

i =1(cos— +isin
U 2 2

1
= > . _ kM . M
i 2 =1(cos=———+isin-=————) =cos +——)+I1SIn(—+
X 3 3 ) % 3) ‘6

LIPS |;|+2k|'|

2k
)

),k = 012



Y-1+i yz= F =-1+i
= = 2

n

1
tang=-—-=>¢=——
p=-1=¢=-1

= (\/E(cos(—g) *i sin(—’ZT)f

7= @(cose%”) +isin(—37ﬂ) = @(—%—%) =-2-2i

33. Dolctite vse kompleksne téke, ki zadofajo enatbi [z—3|+|z+3| = 8.
To je elipsa po definiciji, saj je to mnoZicako za katere velja, da je vsota razdalj do dveh
fiksnih tock konstanta.

(x+iy) -3 +|(x-+iy) +3 =8

34.
Zaporedje(ay, &, &, ..., &) je predpis, ki vsakemu naravnemu Stevilu n (irstiekaporedja)
priredi neko realno Stevilg,&n-ti clen zaporedja). Zaporedie je torej preslikava memzi

naravnih Stevil v realna Stevila (f:-— R, n— a&,).

Zaporedje janavzgoromejenq ¢e obstaja tako realno Stevilo M, da je za vsakdteti
zaporedja @manjSi od zgornje meje M. NajmanjSi zgornji meggmo tudinatanéna
zgornja meja éupremum), ki jo lahko zaporedje doseZze (maximum) ali i he.
Zaporedije jenavzdol omejenq ¢e obstaja tako realno Stevilo m, da je za vsalkilesi
zaporedja @vegji od zgornje meje m. Najwg spodnji meji pa pravimo tudiatanéna
spodnjameja (nfinum), ki jo lahko zaporedje doseze (minimum) ali pai tue.

35. Kdaj imenujemo zaporedje monotono? Primer.
Zaporedje imenujemo monotono, kadar samo gara samo pada.
Stevilsko zaporediay je:

. monotono rastee, e velja®n = @n+1za vsen,

. monotono padaje, ¢e velja®n = Ont1za vsen,
« strogo monotono raste, ¢e veljaa, < a,+1 za vsen,
« strogo monotono raste, ¢e veljaa, > a, + 1 za vsen,

36.

Vsako monotono nard&joce zaporedije je navzdol omejeno (ipEaa), vsako monotono
padaj@e zaporedje pa je havzgor omejeno (sup a)

Naragajoce zaporedije, ki je navzgor omejeno konvergira piotia, = sup a Padajoe
zaporedje, ki je navzdol omejeno, pa konvergirdipira a, = inf g,.

37. Definicija stekali¥a zaporedja. Poigite stekaliXe za zaporedje
1121314

2'3'3'4'4'5'5""
Stevilo a je stekalt® nekega zaporedja.Jako je v vsaki¢- okolici neskodno mnogo
¢lenov zaporedja.



Konkretno zaporedje ima 2 stekalig sicer 0 in 1.

38.

g =D, 1) 3 15 17
n 2 2 34 56

infa, =-1

su =3

npan 2

stekaligt :sodi - 1, lihi - 0O

39. Dolcite infimum in supremum zaporedija a, :3—1.
3™

Zaporedije je konstantno, vdeni so enaki. Zgornja meja je enaka spodniji, &) zaporedju
samo erelen.

40.

Zaporedije (@ konvergira proti Stevilu a, natanko takrat, kadawvsake > 0 obstaja tak
indeks R, da so «-okolici Stevila a vstleni &, z indeksom » ny. Zaporedije, ki konvergira,
je konvergentno zaporedje, Stevilo a pa njegovidifa = lim ). Stevilo a limita zaporedja
¢e je v vsakk okolici Stevila a neskamo mnogailenov izven pa le kaimo mnogo. Limita
konvergentnega zaporedja je (edino) stekal&poredjaCe ima zaporedje vestekali ni
konvergentno, nobeno stek&kSpa ni limita zaporedja.

41. Ali je a =1 limita zaporedja} ————— ?
Ne, 1 ni limita tega zaporedja. To zaporedje nid@gentno, saj ima dve stek&lig0 in 1).
Ce zaporedje ni konvergentno, nima limite.

42.
Iz predpostavke sledi, da je zaporedje konvergemtimoa v stekali&u limito.

43. Ali je zaporedije l% ,2,% ,3\%,...konvergentno in koliko ima stekali&?

Ne, ni konvergetno, saj ni izpolnjen pogoj mono&thdsStekalige je samo eno (pri 0), kar
sicer je pogoj za konvergenco, a gre eno od podedpgroti neskotinosti. Zaporedie, ki ni
omejeno, ne more bit konvergentno.

44,
Cauchyjev kriterij pravi, da mora za konvergencakesnu pozitivnemu Stevileipripadati tak

indeks R, da je neenta ‘amp - an‘ < gizpolnjena za vsak n >N za vsako naravno Stevilo
p.



45. Dokazite, da konvergentno zaporedjeiaae, as, . . . z limito a ustreza
Cauchyjevemu pogoju.

& (epsilon) je poljubno pozitivno Stevilo. Ker je zapdje konvergentno, obstaja tak indeks
no, da je |a - @& < ¢/2 za vsak n >, torej je tudi |a -ap| < &/2 za poljuben gN , saj je n +
p tudi veji od np, Ocenimo razliko |ay- &l = |[(&+p— @) — (& )| =< |ap—al + |& a| <é/2 +

&2 = &, in vidimo, da zaporedje zad@SCauchyevemu pogoju.

46.
lim (1 (9 909) =|jm (9 £[jm 99

lim (f (9 () = [im f (9 Qim 9(x)

i = X=¢ i X)#0

M 509 ™ Tim gco* 1M 9

|im(1+§)xze lim (P(x) &™) =0, P(x) = polinom
. sinx _ . ﬂ:

Im=7=0  Im=~=

47. |1zratunajte ||m €"

n-o

lime" =«

n- o

48.
knjiga 45, 46 (fajr©)

49. Definicija potence z iracionalnim eksponentom.

Ni

50.

Definiciji Stevilae s pomdjo limite sta:|jm @+ 1)x =e=|im (1—1)‘X
X X

X — X — 00

51. Izrafunajte |im (1—%)“.

n-o

-3 im & b=

n- o n- o n - o

52.
a =1+ nsin%” — 21- 2161,- 61101-101

Zaporedije lahko razdelimo na dva dela. Kadar jam3tevilo zaporedje nar&éscez vse meje
v oo, Kadar pa je n sodo Stevilo pa ima zaporedije lemtisb vrednost 1. Ker zaporedje nima
stekali§ nima limite ter ni konvergentno.



53. Izratunajte |jm (WVn+1 ~/n)!

I N +1—\/_ =L A/ +1—\/_ M: 1 n+i-n = 1 =0
I!m( n ") l!m( " n)(\/n+1+\/ﬁ) I!m\/n+1+\/ﬁ o0 + 0
54.

Za Melito!

55. Poigi limito zaporedja x, =4/2X._,;X, =1, ¢e ves, da limita eksistira.
Tut za melito!

56.
. n
_=1
|!['EI n+1

1-—{<10%=n>099

‘1—— <10°® = n>999999
n+1

+
57. Ugotovite limito zaporedjaa, = jn 1

in dolodite ¢len, od katerega

naprej so vsi vé-okolici limite, “ce je & = 10~

I. 2n+1_g
![DSn—Z 3
g_2n+1<10_2
3 3n-2
n>1178

Od 12.¢lena naprej.

58.
. +2+...+
lim d+2 5 n):l
n- e n 2
n®+n

: +2+..+ : . n*+
Ilm(1 2 5 n):Il %:h " anl
n- e n n-e N n-e 2N 2
59. Analizirajte zaporedje a, = (-1)" n

n+1

Zaporedie je alterniraj@, njegovi stekal® pa sta 1 in -1.



2k 2k

ak:(_l)Zk =
2k+1 2k+1
.2k
lim =1
2k +1

K - o0

Pri dokazu, da je drugo stek&hs-1, upoStevamo da je n = (2k-1), od tam je dalda
podoben.

60.
Za soda Stevila je zaporedje padaja limito 1, za liha pa naré&goce z limito %.
1
2--)
61. Izra¢unajte limito zaporedja s sploSnimélenom a,, = (Tn)‘n

-1
lim :( 2n )—n :Limo = (1_2_];])—n :Limo :((1+%)m)1/2 :\/E

n - oo

62.
a,=¥3-1
im%yY3-1=1lim%¥3-lim1=1-1=0

O—(Q/g—l)‘<£
V3-1<e
V3<e+1f
3<(e+]"

log3
log(e +1)

n[i

63. Ugotovite ali je zaporedje sinT +cosn[] Yomejeno.Ce je omejeno, doléite obe
meji (infimum in supremum).

Zaporedje je omejen@e vstavimo nekaj vrednosti, vidimo, da se vredrnzainejo
ponavljati. (infan = -2, sup an = 1)

64.

Zaporedje je omejeno in ima spodnjo mejo pri 1 agopa pri\/§ .

N . 1 o .
65. Poigite limito zaporedja a, :1+—n|c| >1. Dolokite Se¢len no, odkaterega dalje se
c

limita razlikuje za manj od é.



: : 1
c>1:lima, =Ilim -=0
n-e T 1+cC

c<-1:
n=2k,k€N =lima, =0

n- o

n=2k-1Lk€N =Ilima, =0

n— oo

66.
Pravilni odgovor je c. Za konvergenco mora biti@aglje omejeno.

67. Dana je funkcija f... : Dol limite zaporedij f(xn), f(yn), f(zn).

68.
Ce je dano zaporedje-jaje s predpisom:S= a, $i= Shit+ @& =a + @ +...+ &1+ &

doloceno zaporedje delnih vsot vrstéleni &, ki jo ozn&imo: Zak —a+a,+..+ta +..
k=1
Ce zaporedije delnih vsot, 8onvergira proti Stevilu s, pravimo, da je vrstmiergentna in da

je njena vsota enaka s, kar zapiéeEc;ak =s. Ce je zaporedje delnih vsot divergentno, vsote
k=1
ni.

69. Cauchyjev pogoj za konvergenco neskoéne vrste.

Vrsta Z a, je konvergentna natanko takrat, kadar za \®ak0 obstaja tak indeks,da je

n=1

S...-S,

n+p

=la,, t...ta,,|< &zavsakp€Nejelen>n

n+p

Ce je vrsta konvergentna, lahko ifmaamo njeno vsoto poljubno natao, e le sestejemo
dovolj njenih z&etnih¢lenov — vsota preostalih neskm mnogailenov bo manjSa od
predpisane napake.

70.
Potreben pogoj za konvergenco vrste je: lix Q.

71. Kaj je to majoranta vrste in kako jo uporabljamo pri ugotavljanju
konvergence neskotnih vrst?
Ce imamo zaporedji f&in {bn} in je vsak n > n,¢e velja 0 =< a=< kn, terce obe vrsti

(D a,in > b, ) konvergirata, je vrst® b, majoranta za vrst}_a, .
n=1 n=1 n=1 n=1

Torej, ¢e konvergira majoranta, potem konvergira tudi vyrstigatero smo jo primerjali.

72.
Poznamo Stiri kriterije za zagotavljanje konvergena sicer:



« Primerjalni kriterij:  ¢e sta) a,in ) b, vrsti s pozitivnimicleni in je & < by

n=1 n=1

zavsak nl N, velja:ce je an konvergentna / divergentna je tudi
n=1

[

Zan konvergentna / divergentna.

n=1

an+l

» Kvocientni kriterij: ce obstajaIim =L velja: vrsta konvergira,

n
cejeL <1lindivergira¢e je L > 1.
» Korenski kriterij: : ¢e obstajdimQ/Z =L velja: vrsta konvergira&e je L < 1
in divergira,ce je L > 1.
* Integralski kriterij: ¢e je f(x) nenegativna zvezna in pad@dunkcija na [a,

neskorno), posploseni integral in vrs!"af (X)dxin z f (n) konvergirata ali
1 1
pa divergirata hkrati.

0 _M\n |
73. Ugotovi ali je vrstaz( 1)n n konvergentna.
n=1 N
Giao = TN o
a, (n+1)"

Po kvocientnem kriteriju, vrsta konvergira.

74.
2
n+l
lim 2L = jim 2. — = Iimﬂ =2= 2>1= konvergema
a, (n+H[2 n+1

75. Kako se glasi harmonina vrsta in pokazite, da je to divergentna vrsta.

1. . : ‘- .
VrstoZ— imenujemo harmogna vrstaCe bi bila konvergentna, bi po Cauchyevemu
n

n=1
kriteriju za vsak& > 0 obstajal tak indeks nO, da bi veljag, +...+4a,,,< & za vsak n >=n0

in za vsak p. Vendake izberemo poljuben nin p, je

1 1 1 1 . . : Y
a, t..ta,, =——+..+—>n— ==, to pa ni poljubno majhno Stevilo.
n+1 2n 2n 2

76. Za vrstozik,k >J1ugotovite konvergenco z integralskim kriterijem.

n=1

Vrsta zik ,k >1 kobergira natanko takrat, kadarﬁe%x konvergenten za p > 1.
X
1

n=1



1 : . . :
=- i1 Ker integral konvergira, tudi vrsta konvergira.

Tf(x)dx=]o

77. Kdaj pravimo, da je neskorna vrsta absolutno konvergentna?

Vrsta Zan je absolutno konvergentné je konvergentna vrstEl a, |

n=1 n=1

78.
Vrsta je pogojno konvergentn& je konvergentna, pa ni absolutno konvergentna.

79. Ali je vsaka absolutno konvergentna vrsta tudkonvergentna in¢e je, zakaj?
Da, ker je mnozica absolutno konvergentnih vrstnpoolzica mnozici konvergentnih vrst.

80.

Alternirajoda vrsta je vrsta, kjer se predznakinov izmenjujejoCe v alternirajoi vrsti a-
at+ag-a4t+... absolutne vrednositlenov padajo, se praviga>as>... in konvergirajo k 0, je
vrsta konvergentna.

81. Navedite primer, ki kaze, da pogojim a, = 0 ni zadosten za konvergenco

n - oo
neskortne vrste.
Primer je harmorina vrsta.

82.

Preslikavam celih ali realnih Stevil v mnoziced@no pravimo funkcije. Funkcija f priredi
Stevilu X D (neodvisni spremenljivki) realno Stevilo y = f (x Z;. Funkcija je podana s
definicijskim obma@jem D, predpisom f in zalogo vrednosti Kadar definicijskega obni@a

funkcije ne navajamo posebej, je to ngjgennozica R, na kateri je predpis f Se definiran.

83. Kako je lahko podan funkcijski predpis? Primeri.
Funkcijski predpis je lahko podan eksplicitno, imjho, paramettino, opisno, graéno ...

eksplicitro - f(x) =x, f(X) =x",y= f(X)
implicitno - F(x,y) =0
parametreno — x = x(t)

84.
x=t%, y=t*
x=t*=t=3x

y:tZ:?{/F

implicitno: y - %/? =0

85. Narisi primer konstantne funkcije, stopntaste funkcije in 'y = |x|.



L L L1 1 1
1 1 1 -1 -1 1

Konstantna y=|[x]|

86.
Funkcija je soda kadar za vsakxD velja: f(X) = -f(x)in liha kadar za vsak x D velja: f(-
X) = -f(x).

Funkcija jenavzgor omejenace obstaja za vsakx D: M > f(x) innavzdol omejenace
obstaja za vsak X D: m< f(x).

87. Polinom - ntle, graf.

Splosna entba polinoma jef (x) = a,x" +a,x"™* +...+a,_ x+a,

ObnasSanje grafa pri velikih x-ih jevodvisno od Indgaclena. X-i, pri katerih je erba
enaka ni, predstavljajo rile grafa.Ce je nEla lihe stopnje seka x os (spremeni predznsk),
je sode stopnje pa se osi x le dotakne (ne sprepnedznaka).

4L

88. Pokazi, da ima enga x* — x* + x +1=0 vsaj en realni koren.
Kompleksni koreni vedno nastopajo v parih. Polinoatje stopnje ima torej tri korene, izmed
katerih so lahko vsi realni, ali pa je eden reatedva kompleksna.

89. Racionalne funkcije - asimptote, poli.
Splodna entba racionalne fukncijeje f ( x ) = P o (X )
q

Df =0 -{nicleQ,}
m<n;y=0

a
Asimptota:m=n;y = b—”

n
m>n;y=
koli¢cnik med polinomoma

90.



* Eksponentna:

8 /ofx)=4d

. /o fx=a

. Di =R Zi = (0p0)
. Zacetna vrednost: y = 1

* Logaritemska:
: f(x) =10 (x)
| f(x) = -log ()

vt == w0 Dp=(0g0) Zi =R
~ Niglarx=1

: Kotne:
N\ - f(x) =sin(x) - liha
st f(x) = cos(x) - soda
U z= )
‘ f(x) =tg(x) - liha
I f(x) = ctg(x) - liha

91. Splosna oblika iracionalne funkcije - primer k&e iracionalne funkcije.
A"+ AXY" + ALY+ A (X) =0
AO(x),...,An(x) so polinomi

_ 2
Primer:V X" -1




Injektivna funkcija f: D— R je obrnljiva, torej ji pripada inverzna funkcija:fZ; — R katere

zaloga vrednosti je definicijsko obigje D funkcije f. Invertno funkcijo dobimo tako, da
zamenjamo vlogo spremenljivki x in y. Na grafu pgpbmeni zrcaljenje preko premice y = X.

93. Doldi inverzno funkcijo k funkciji y = cos x + 2.
y=cosx+2 « Df[-11], Zf [13]

X=Ccosy + 2
y =arccosk — 2) — Df [13], Zf[-1]]

94.
f(X) = Log(X) .
Lastnosti:

» definirana za x > 0, ,

e zaa>1strogo narégoca,
* zaa<1strogo paddja, »
* nicla: prix=1, 2
* povsod zvezna. =i/

95. Kotne funkcije in obrat le-teh.
Osnovni kotni ali trigonomettni funkciji sta sinus in kosinus. Povezani sta &bn

sin® x +cos’ x=1

sin(x+ 2[) =sinx, . . .
Velja tudi: ( ) , zato sta sin in cos peri@di funkciji s periodo 2 PI. S
cosx+2[]) =cosx

pomazjo funkcij sin i cos sta definirani funkciji tangem kotangens:
sinx

tanx=——,
COSX

COSX
ctgx=—-
sin x
Tangens je definiran povsod, razen &kiath PI1/2 +kPI, kjer ima cos dle, kotangens pa
povsod, razen v tah kPI, kjer ima sin gle. Obe funkciji sta periotni z osnovno periodo
PI.
Nekaj lastnosti kotnih funkcij:
» funkciji sin in cos sta omejeni na vsej realni ogna zaloga vrednosti je interval [-
1,1], funkciji tg in ctg pa imata zalogo vrednastiako mnozici realnih Stevil
» funkcija sin je liha, cos pa soda. Funkciji tg tg sta obe lihi

e , .. Sin(x + y) =sinxcosy + cosxsiny
» adicijski izreki za kotne fukncije: _ _
Cos(X + y) =cosxcosy —sinxsiny

» kotne funkcije so zvezne povsod, kjer so definirane
Kotnim funkcijam inverzne funkcije, so ciklometnie funkcije.
96.

Ciklometricne funkcije so inverzne kotnim funkcijam. Pri dédif inverzne funkcije se
moramo omejiti na tak interval, kjer je kotna funplistrogo monotona, torej injektivna.



* Funkcija arkus sinus — arcsin, je omejena na iatarj/2, /2] in definirana z
relacijo x = sin(y), Z = /2, n/2], D = [-1,1]. Je nar&&joca, liha in zvezna na
celotnem definicijskem obndqu. (na sliki spodaj)

* Funkcija arkus kosinus — arccos, je omejena navale [0, ] in definirana z relacijo
x = cos(y), Z = [0x], D =[-1,1]. Je padajta in zvezna na celotnem definicijskem
obmaju.

* Funkcija arkus tangens — arctg, je omejena navalef-n/2, 7/2] in definirana z
relacijo x = tg(y), Z = [r/2,n/2], D =R. Je padajéa in zvezna na celotni mnoziki
(na sliki)

0.5

97. Hiperboli¢ne funkcije.
Hiperbolicne funkcije so v mar&m podobne kotnim funkcijam. Osnovni hiperboii
eX + e—X

X _ X

funkciji sta hiperbolini sinus: shx= € in hiperboleni kosinus:chx=

Funkciji ch in sh sta povezani z ¢ba: ch®x — sh®x =1
Tocka s koordinatama (cht,sht) torej lezi na hiperbdli- y* =1
Poleg funkcij sh in ch sta Se hiperloli tangens in hiperbaini kotangens, ki sta definirani
takole:thx:S—hX: € ¢
chx e*+e™
Stevila, razen cth, ki ni definirana za x=0.
Nekaj lastnosti hiperbainih funkcij:
» funkcija sh je liha, navzgor in navzdol neomejamatrogo nara&joca
» funkcija ch je soda, navzdol omejena, za x < Ogstnpadajoéa in za x > 0 strogo
naragajoca
» funkcija th je liha, omejena in strogo nafaca
» funkcija cth je liha, neomejena in strogo padaj¢razen v 0, kjer ni definirana)

. Vse hiperbotine funkcije so definirane in zvezne za vsa realna

Tudi za hiperboline funkcije veljajo podobi adicijski izreki kot ragonometréne funkcije:
ch®’x —sh*x=1
ch®x + sh?x = ch2x
2shxchx= sh2x

98.
f(x) = ch(x), f(x) = cth(x)



10|

99. NariSite shx in thx.

b b

10
-3 = ) ,—1 )
- . _
// g
b
Shx
100.

Funkcija f je v toki x = £ zvezna natanko takrat, kadar njena limitadkitg obstaja in velja:

im £ () = ().

Lof _
P
Py
0.5 /
.I‘.J
ri
L/
1 1
/ 1 2
.'r-
i
]
-0.5
-10k

101. Zveznost funkcije v t@ki: zveznost z desne. Primer - slika.
funkcija f je v taki x=¢ zvezna z desnée velja Iir? f(x)=1($).

4.'\.




1.0

0.5

TN A\ \ N

—=17 -3 }!\_41’ T *JT Ry ‘,L’,J'r 3ndx

103. Definicija enakomerne zveznosti funkcije na deem intervalu.

Funkcija f je na intervalll_ia, b], enakomerno zveznée vsakemue >0 pripada takd > Qda
je neendba | f(x) - f(X,)|< &, izpolnjena za vse take intervalg X, z intervala[a, b], za
katere je|x, —x, |<J. Ce je funkcija zvezna na zaprtem interv#ub], je na tem intervalu
enakomerno zvezna.

104.
??7?

105. Naj bosta f(x) in g(x) za x =ozvezni. Pokazite, da je f(x) + g(x) pri x =azvezna
funkcija.
lim f(x)=f(x,)

X - Xg

_ Limiti obstajata, ker sta funkciji v x = x0 zvezni
Jlim g(x) = 9(x,)
lim (f(x) + g(x)) =lim(f(x)) +lim(g(x)) = f(x,) + 9(X,) € vsota obstaja, ker obstaja

vsaka limita posebej. Ker limita v x = x0 obstagtudi ( f (x) + g(Xx)) v tej tacki zvezna.

106.
lim f(x) = F(x,) 0
1 1 1

SRT00 M f() FOo)

Ker F(x,) # Oizraz E 1 ) obstaja in prav tako njegova limita. Iz tega sledije ta funkcija v

Xo ZveZna.

107. Kako je z zveznostjo posredne funkcije y = y(x))?
u(x)=g

y = y(u(x)) = y(9)
y(u(x)) zvezen v x = ksi

Ce je u(x) zvezna v x = ksi in y(g) zvezna v g=u(ksi kompozitum

108.

Funkcija je zvezna na odprtem intervalu [a,b] tktadar je zvezna v vsakidk tega
intervala. Ker je definicijsko obndge polinoma enako vsem realnim Stevilom in limita
polinoma obstaja v vsaki&hi, je polinom zvezna funkcija. Definicijsko obrje racionalne



funkcije so prav tako vsa realna Stevila, z izjembh, kjer ima funkcija pol (imenovalec je
0). Zato v vsaki t&ki, kjer je funkcija definirana, obstaja limita maradi tega je tudi
racionalna funkcija, z izjemo v polih, zvezna fuipkc

109. PokaZite, da je funkcijae* zvezna funkcija.
[T (%)= f(x)|=|e” —e¥|<e

Vsak X;, X, €(—, o), ¢e je | X, — X, |< O € vedno lahko najdemo ta&>0.

111. Definicija limitne vrednosti funkcije.
Naj bo funkcijaf definirana na interval(a,b),razen morda v eni ¢&i ¢ [(a,b). Pravimo, da

funkcija f konvergira k vrednosti) ko grex proti £, ¢e za vsake > Qobstaja takd > Qda
je|f(X)-l|<e,cejele|E—x|< . Stevilol je limita funkcijef v tocki &, kar zapisemo
Iin}f(x):I_aIi_f(x) - hix - €.

112.
297
113. PokaZite, da jelim SInBX _g
x=0 X

sin Bx Bx B
lim—BX_ —|jm ===
X-0 X X-0 X
114,

1
y=a*,a>1 (v x = 0 ni definirana)

4

3

115. Nastejte lastnosti zveznih funkcij.
» Ce je funkcija zvezna na zaprtem intervalu [a,bhgetem intervalu enakomerno
zvezna
» ¢e je funkcija f zvezna na intervalu [a,b] in jenaji&ih intervala razkino
predzngena, potem obstaja vsaj enaka, kjer je vrednost funkcije 0
» funkcija, ki je zvezna na zaprtem intervalu, jet&xa intervalu omejena
» funkcija f, ki je zvezna na zaprtem intervalu [azdvzame v neki tki x_ €[a,b]

Svojo natatino spodnjo mejo m in v nekidhi x,, €[a,b] svojo natatino zgornjo
mejo M



» funkcija f, ki je zvezna na zaprtem intervalu [ajid tem intervalu zavzame vsako
vrednost med svojo ndtao spodnjo mejo m in natémo zgornjo mejo M.

» zaprt interval se z zvezno funkcijo preslika v zapterval

116.

Funkcija je zvezna, ker so zvezne vse funkcije, ijej nastopajo (sin, cos? ).

. X
2sin® =

117. 1zra€unajte lim 3
x-0 X

. X . X . X X . X . X
2sin® SIN—SIN—SIN— SIN— SIn— SIN—
lim
X-0 X

3 im ———2=lim
-0

XXX 444 X0 X 444

N

X
4

DX

118.
f(x) = arctan(})

lim arctan&) = _E

X1 Xg

lim arctan&) =5
Xl Xo

sin(3(x-2))
2 =y
4
X_2 sin(3(x-2)) . sin(3u)3 . 1
lim(5—=) *2  =lim( ) @ =lim
x-2"x? -4 u-0"u(u+4) u-0"y+4

u=x-2

X-2,u-0

120.

1
U=—X-0o=U-0
X

lim (xsinc) =
X X
sinu

(—) 1

121. 1zratunajte Iirrgl_Ls(ax) :
X~ X

1-cos@x) —lim sin(ax)ax— (1 - cos@x))

lim

X-0 X x-0 X

=...777?

1
— [0
122, lim (M) %:10
X0 X

3 X
4 _ =I 4 4 4444, . 4 4 4111,

1

32



2x-1

123.Narisite graf funkcijey =

(x-1?
1]_— |
i | |I
10
_ ‘ |
sf | III
d |\
| \
al I| \
| AN
ir | ‘ahq_
— A : ; :
124. NariSi graf funkcije y=Iim X —,x20.
n-e 14X
1.0j
0.8}
0.6}
0.4:—
0.2}
‘015‘ “ ‘1.0‘ “ ‘1‘5‘ “ ‘2‘.0
125. Dol@ite definicijsko obmogje funkcije f(x) :3+—X1_2 . Koliko je f(1)?
Xx-1z0=x#-1
3+x20=x>-3
Df =[-3 ) —{1}
A3+ X=2 . (W3+X=2) 3+ Xx+2 _ . x-1 1
[im ———————=Ilim =lim ==
x-1  x-1 X=1 J3+x+2 (x-DH3+x+2) 4
1
126.y =
Y VX-1

|
4 |
|
|




. tgx—sinXx
127. 1zra€unajte limito Ilmg—.

x~0  gin® x
Sin X —sin xcosx » X
1-cosx 2sin” 2 2
lim cOSX =lim— =lim——~=—=...
x-0 sin® x Sin“ X COSXx Sin“ X cosx
128, [m¥X*4-2 2“*
X0 smGSx) x 050056x) 20
. . - N X n
129. Izra€unajte levo in desno limito funkcije f (x) = : —.
1+etgx 2
: X
lim =0
x 71+ e
2
im_X_ =7
”1+etgx 2

130.Funkcija f je v to&ki xo odvedljiva, ¢e obstaja limita diferemega kvocienta:

1062 hr)]_ fx) , ki ji pravimo tudiodvod funkcije f v t@ki xo. Odvod f’(x, )

(%) =1im

meri hitrost, s katero se vrednost funkcije sprgamnbliZini tacke X.

131. Izrafunajte s pomdjo definicije odvod funkcije y=x*+3x+7 .

_ 2 U2 3
f’(x):limf(x+h) 0 _ g (XH)? +3(x+h) +7 - % -3x -7 _
h-0 h ho0 h
=Iljrr(1)2hx+3h:2x+3

132.
Funkcija f je v toki Xo odvedljiva z leve ¢e obstaja limita diferegmega kvocienta:

f'(x,—0) = 'N‘B‘ fO6 hk)1 = 106) in odvedljiva z desnece obstaja limita:

f0g+h) = T00)

(% +0) =lim H

133. Poigite f_(0)in f, (0) za funkcijo y = |X|

h
ol fr=im =1
fo Ilmﬂzllm =1
0+0 "0 h Mno

134.
Odvod funkcije f v t&i xo predstavljasmerni koeficient tangentena funkcijo f v toki Xo.



135. Dokazite, da je odvedljiva funkcija tudi zveza.

136.
Vsaka funkcijani odvedljiva. f (x) :%: f'(x) = —%: f’(x=0) - neobstaja

137. Odvod obratne (inverzne) funkcije.
Inverzna funkcij& ™ je dolasena z relacijof (f %(x)) = x. Ce to en#&bo enkrat odvajamo in

piSemo f (x) =y, dobimo f(y)(f ) (x) = f (y)y= 1
138.

PR |
(f~(x) —m

139. Odvodi ciklometri¢nih funkcij. 1zpeljite odvod funkcije y = arctgx in y = arcctgx .
1 1

arctgy)’' =———=cos’ y = =
(Breioy (tgy) YT lgly 1+
L1 1 L, 1 1
arcct = - = =—-sin‘vy= -_
( 9 (ctgyy _ 1 Y -1+cosy 1+x°
sin’y
140.

Naj bo funkcija f odvedljiva na intervalu (a,b)¢ckox in x+Ax na tem intervalu in
Ay = f (x+Ax) — f (X) sprememba vrednosti funkcije f, ko se x spremerixaOdvod
f(x+Ax) - f(x) _ Iimﬂ.

AXx &x-0 AX

f'(x) lahko zapiSemo kof"(x) = AIim0

Razlika med odvodom in difer&mim kvocientoms :%— f'(x) gre proti 0, koAx - 0.
X

Prirastek funkcijske vrednosfly = f'(x)Ax +7Ax je torej pri majhnih sprememlfix
priblizno enakAy = f'(X)AX.
Obicajno piSemaAx = dx, izrazudy = f'(x)dx pravimo diferencial funkcijef (x .)Tako se

odvod z diferencialom izraza kdt'(x) = y' :%/.
X

141. Ocena funkcijskih vrednosti s pom&o diferenciala.
f(x+dx)=f(X)+Ay= f(x)+dy=f(x)+ f (X)dx

142. Vi§ji odvodi. Doldite n-ti odvod od sinx.
Ce je funkcijaf odvedljiva na nekem intervalu, je njen odvét nova funkcija, definirana na

tem intervalu, ki je lahko odvedljiva. Odvod te kaije f" =(f') imenujemodrugi odvod
funkcije f. Ce je tudi ta odvedljiv, je njegov odvod” = (f" ' fretji odvod funkcije f. Na
sploSno pravimo:¢e je (n-1)-vi odvod funkcije odvedljiva funkcija, je njen odvod
(f "Dy = £ n-ti odvod funkcijef (ali odvod n-tega reda), funkcifgpa je n-krat odvedijiva.
Za funkcijo, ki ima odvod poljubnega reda pravirda,jeneskortnokrat odvedljiva.



y =sin(x)

y =cos()

y" = =sin(x)
" =—cos(x)

y"" =sin(x)

y™ =sin(x + ng)

143. Izpeljite drugi odvod za indirektno funkcijo.
Drugi odvod posredne funkcije y = f(u), u = u(x)bdlmo tako, da prvi odvod, torej funkcijo

=f (UWu (X) = —d— odvajamo in dobimo:
X
dzy _d?y(du L dy d?u
= f (u)(u'(x))? —=
dx? (W9 (dxj du dx?
144.

FO6+h) = f(%)
h

Ce v tatki Xo funkcija nara&, mora veljatif'(x,) = Ihlrrg) >0. Za dovolj

f (% +h) = (%)
h

majhen ha mora biti diferéni kvocient > 0. Razlika funkcijske vrednosti

f(x, +h)— f(X) je negativhage je h negativen, in pozitivnée je h pozitiven. To pa
pomeni, da funkcijska vrednost ob prehodu sko#idok narasa — v t@&kah levo od x je
manjSa kotf (x, ) v tockah desno od x pa je &a kot f (x, ).

145.Rollejev izrek.
Rollejev izrek pravi, da ima funkcij ki je odvedljiva na zaprtem interva[a, b] inimav

krajisih enaki vrednosti(a)=f(b), na intervalu(a, b), vsaj eno krittno tazko.

146. Fermatov izrek.

Fermatov izrek pravi, dée je funkcijaf odvedljiva, je toka c, v kateri ima lokalni ekstrem,
kriticna taka, torej je f'(c) =0. Pogoj iz Fermatovega izreka je potreben pogajlzoj
ekstrema, vendar pa ni zadosten.

147. Lagrangeov izrek.
Lagrangeov izrek pravi, d# jef odvedljiva funkcija na katnem intervalu[a, b], obstaja na

f(b)-f(a)

tem intervalu vsaj enatkac, kjer je f'(c) = —

148. Ekstrem funkcije — dolditev s prvim odvodom.
Funkcija f (x )zavzame v kritini toc¢ki ¢ lokalni ekstrem natanko takrat, kadar odvodzsk

to¢ko ¢ spremeni predznake je funkcija f'(x) < Gax<cinf'(x)> 0zax >c, je v t&i c
lokalni minimum, v obratnem primeru pa je koc lokalni maksimum.

150. Pokazite, da je odvedljiva funkcija f(x) na [eb], za katero je za vsak &[a,b] f'(x) =
0, konstanta.



To pokazemo s pondjp Lagrangeovega izreké'(c) = RORRICY (bt)) : ; (a) _

xela,b]

f(x) = f(a) za vsak %[a,b]

151. Pokazite, da se dve funkciji, katerih odvod jpovsod enak, razlikujeta za aditivho
konstanto.

F)=g(x)+c
f()=9(x

152. Navedite, kako ugotovimo prevojno t&ko (obracaj).

Ce je funkcija dvakrat odvedljiva in je vaki ¢ njen prevoj, je f'(c) = 0 in se predznak
drugega odvoda ob prehodu skozikim c spremeni. Graf funkcije vdki ¢ seka tangento na
grafu v taki c.

153. Ali je za 'y = tgx na[—g %T} tocka x = 0 obrafaj in zakaj?
_ 1
cos” X
y' = ~2(cosx) ?(~sinx) = 23NX
X

y (0)=0
Tocka x = 0 je obr&aj, ker se tudi predznak drugega odvoda spremeni.

154. Ali je za 'y = x*,[-1]1] to¢ka x = 0 obrataj in zakaj?

y =3x°
y =6x
y (0=0

Tocka x = 0 je obr&aj, saj se predznak drugega odvoda ob prehodu gkém spremeni.

155. L'Hopitalovo pravilo.
L'Hospitalovo pravilo je preprosta posledica Cawlgga izreka in je zelo uporabno sredstvo

9 . . . 0 o
za ra&unanje nedolgenih izrazov obllkea,—.
(0]

Naj bosta funkciji f in g definirani in odvedljivia intervalu (a,b) irg (x) # @a vsak
xe(a,b).Ce v tatki x0e(a,b) velja f(x0) = g(x0) = 0, jélm i )— lim f( ; pri pogoju, da

g(x) x-% g'(x
limita na desni obstaja.

156. Izrafunajte Iiml(l— x)CO%.

157. Izrafunajte I|m(———)
x-1"'x=1 InXx



Z uporabo L'Hospitalovega pravila:

xlnx X+ I+ —1 In x . 1
M) SImC X i = im = im ) =
tx=1 o nx (X DInx o xaxt=t T ny-ter F S+ 2

X X X X X

a

158. Izrafunajte I|m X ,(a,b)d0.
x-0 ctgbx
a _. asinbxb ab _

lim im —=lim——=ab

x-0 xctgbx x-0 xcosbxb x-0cos0

159. S pomgjo diferenciala ocenite vrednost}/2619.

1
f(x)=%x=x3
12
f(X)=x 3=
3 x23
1 1
3/2619=8/27- 081=3/27 + -081) =3+—(-081) = 297
Y2619 =3/27- 081=%/27 g (T0B =34 (-08D =29
160. S pomgjo diferenciala ocenite vrednost,/ 8,76 .
1
f(x) =x?
. |
f(X)==x?2=—+
(x) > N
1 1
876=4/9- 024 =/9 + ———(~024) =3+ =(-024) =3- 004= 296
V876=1 25029 =3+(-024
161. y = arctg————". Dolc¢ite definicijsko obmagje in izra¢unajte odvod funkcije.
1++/1-x?
Koliko je y'(0)?
Df :(1-x*)=0
xO[-11]
Df =[-11]
A+V1-X*) - X (2x)
Y (= 2= =
1+( X ]2 L+1-x%) 21— X2
1+41-x%°
. 1
0)==
y 0)=3

162. y =In(In(In x)) . Dologite y' in definicijsko obmogje.



1 11
In(Inx) Inx x
INnX>0= x>e= Df =(g )

163. y=%/x . Dolotite y'.
1 1 1
y:\/;:)(x :elnxx:eX
Zinx 11, -, 1
y=e* (- —Inx+——) XX (= —Inx+—)
x? X X x? x?

In x

164. y = x**. Dolokite y'.

sinx sin xIn x

y=x""" =g

sin xIn x sinx

, 1 sinx
y'=e (cosxIn x +sinx=) = x>"*(cosxIn x + ——)
X X

21
165. Izrafunajte odvod funkcije y = 2tg (X).

1
2,1 1. In22tg—
©) )
y=2" " |n2(tgzl)'=2t < In 22tg1 1, —=
X cosz( ) cos (5)x?
X
166. Doldite ekstrem funkcije y =x*In x.
y'=2xIn x + x? 1—x(2|nx+1) 0=2Inx=-1=>x=—
X [

167. Dold@ite ekstrem funkcije y =x2e™%
y'=2xe* +x2(-2x)e™ =2xe™¥ (1-x%) =0
X, =0,%, =1Lx,=-1

168. Za koliko se spremeni plada kroznega izseka (R = 100cmy = 60°),¢e se
a) spremeni radij za 1cm

a:|—:>R:£m
R 3
Vi
Im—m
R’a _R’a 3 T
S(R) = = = =—m
5 =S(R) 21T 2 2 6

S, =S(R+h)=S(R) +S (Rh="+"001="+_"" 005341
6 3 6 300

S22l oy,

S, 50

b) spremeni kot za -3'.



a, =60°-3=59°57
S(a)=...

169. V kateri totki funkcije y = x®na [a,b] je sekanta vzporedna tangenti?
V x =0, ker je tu y"=0, kar pomeni, da je tamvmje Za prevoj je znélno, da graf seka
tangenta in sekanta — vzporedni sta, ker sovpadata.

n
— —arctgx
170. Izratunajte I|m 1
In(1+—)
7l _ 1 1,3
.2 arctgx_. 1+x2  _ . @+ XZ)X L (XD x
|Im—1—|lm 1 =lim 5 —|Imﬁ—|lmz—00
- |n(1+7) - (_Z)X—S - (1+X )2 —° X (1+X )2 -
X 1
1+
X

3

X
171. Izra€unajte lim —-.
X — 00 e

x3 3x2 6X 6
I|m——I|m——I|m——I|m——O
xﬂooe X - 00 e xaooe xaooe

172. Izraunajte lim x*e™

X — 00

2
. _ X 2X . 1
lim x%e —Ilm—=I|m =lim =0

X - 00 X - 00 eZX

173. Izrafunajte Iirrg) xIn x. (E:t).
X X
1 1
In* —-Int t
Ilmxlnx—llm——llm——ll Tt=0

too t t oo t t o0

174. Definicija lokalnega maksimuma in lokalnega nmimuma.
Funkcijaf ima v ta&ki c lokalni maksimumg¢e obstaja tako Stevild >0, da je f(x) < f(c)

za vsakxO(c-3,c+0 ) Ce jef(x)<f(c) za vsakxO(c—J,c+J ) razen za=c, je v taki ¢
strogi maksimum funkcijé

Kadar obstaja Stevilod > (0za katerega jef(x)= f(c )za vsak x[l(c—-9,c+0 ) ima
funkcijaf v tocki ¢ lokalni maksimumCe jef(x)>f(c) za vsakxO(c—-J,c+J ) razen zx=c,
je v tatki strogi minimum funkcijd.

175. Definicija nedold@enega integrala.
FunkcijoF, katere odvod je endkimenujemo nedotaeni integral funkcijd in piSemo

F(X) =J' f (x)dx. Kadar nedoléeni integral funkcije obstaja, to ni ena sama funkcijge-je

F integral funkcijef in C poljubna konstanta, je tuBi+C integral iste funkcije, saj imata
funkciji F in F+C isti odvodf.



176. Pojem doldenega integrala.
Z dolocenim integralom lahko izeanamo plo&ino lika pod krivuljo, plo&ine, volumne
vrtenin ...

177. Definicija dolatenega integrala.

n b
Doloceni integral je limita integralske vsogiarg z f (& )Sk :j f (x)dx.

n:oo =1 a
178. Pogoj za integrabilnost funkcij.
Funkcijaf je integrabilna na intervala,b], ce za vsaks >0 obstaja taka delitev intervaly
dajeS, —-s, <&, ¢e je funkcija integrabilna na intervdla,b], ocitno velja

m(b—a)sjzf(x)dxs M(b-a).

179. Integrabilnost funkcij. Katere funkcije so integrabilne?
Na intervalu [a,b] so integrabilne vse (na temrivai) monotone funkcije, ter vse funkcije,
ki so na tem intervalu [a,b] zvezne, ali odsekowvezne.

180. Lastnosti dol@&enega integrala.
b

j f(x)dxz—ja' f (X)dx

‘;‘ (a<c<b)

j f(x)dxzf f(x)dx+f f (x)dx

a

b
Povpré&na vrednost integrabilne funkcifena intervalu[a,b] je Stevilo P:bij'f(x)dx.
[— a A

P je med natamo spodnjo mejon in natagno zgornjo mejaV funkcije, torefm<P<M .
Povpré&no vrednost funkcije si lahko predstavljamo kotinastistega pravokotnika nad
intervalom|[a,b], ki ima enako pladno kot lik, ki ga nad intervalonfa,b] dolata krivulja

y=f(x).

181. Izrek o povpreni vrednosti integrala.
Ce je f zvezna na intervalu[a,b], obstaja vsaj ena d&ka cl[a,b], kjer je

f(c):bfl(jf(x)dx:P.

b b
182. Zakaj velja ocena‘j f (x)d{ < j| f (x)|dx?

a

Ce upostevamo, da za vsak x veljaf (X)| < f (x) <|f (x)|, sledi neposredno iz prej3nje

b b b
lastnosti, da je- J'| f (x)|dst' f (X)dx< J'| f (x)|dx, to pa je res natanko takrat, kadar je

b

[f (x)d{ < T| f (x)|dx.

a

183. Pokazite, da je dol&eni integral enoliéna in zvezna funkcija zgornje meje.



Ce spremenimo vrednost neodvisne spremenljivketx sa vrednost odvisne spremenljivke

x+h X x+h
y = F(x) spremeni za&F = F(x+ h) - F(x) = j f (t)dt - j f(t)dt = j f (t)dt. Po izreku o
povpreni vrednosti obstaja tako Stevilg € x + ©h) med x in x+h, da je

x+h

j f (t)dt=hf(x+0Oh) . Ker je f zvezna funkcija, je nala,b] omejendpza razlika

lim AF () =lim hf (x + ©h) =0.

184. Pokazite, da je dol&eni integral odvedljiva funkcija zgornje meje.
d X
F'(x)=— | f(t)dt=f(x
(6= j (t)dt = f(x)

Enabo lahko zapiSemo kc't:(XJrhr)]_ F(¥) = f(x+0h). Ko gre h proti 0, konvergira

f(x+0©h) -~ f(x), zato jeF'(X) =Ih|rrcl)

F(x+hr)]—F(x):f(X)

185. Kaj je vrednost odvoda doléenega integrala za zgornjo mejo?
F'(b) = f(b) Vrednost, ki jo funkcija zavzema v zgornji meji.
186. Zveza med doléenim in nedolaenim integralom.

F(x)=f f()dt+C
F(@=0+C=C=F(a)
Zato je (za x=b):

f(t)dt=F(x)-C=F(x) - F(a)
lef(t)dt:F(b)—F(a)

a

187. Uvedba nove spremenljivke v nedoteni integral.
j f(x)dx= j f (x(t))x' (t)dt
X =X(t) = dx=x'(t)dt

188. Uvedba nove spremenljivke v dol@ni integral.

T f (x)dx:f f(x(t)X (t)dt

a

a=x(a)

b=x(B)

189. Integracija po delih. Izratunajte je’a’( cosbxdx, a,b>0.
0



190. Integrali racionalnih funkcij — nacin reSevanja.
« Ce je stopnja v Stevcu enaka alEjaeod stopnje v imenovalcu, potem celoten Steven
in celoten imenovalec med sabo delimo
« Imenovalec razcepimo kar se d& ne gre drug®, na parcialne ulomke
» Integral razdelimo na ¥edelov, vsakega tanamo posebej z znanimi metodami
(nova spremenljivka, per partes ...)

dx
1+x%°

J‘ dx :__:%|n|x+]j—%ln‘x2 —x+]*+iarctgzx—_1

1+x° J3 J3

191. Izrafunajte J'

11x+16
(X* +2x+2)?

192. 1zrafunajte j

193. Izrafunajte .[;zdx
(X=-D(x+2)
194. Izrafunajte .[\/3+ 2x — X2 dx.
195. Izrafunajte J'\/x2 +kdx.
2
X dx.

Tax
j = dx=...:—%x\/m+2arcsin§

196. Izrafunajte j

197. OpiSite n&in reSevanja integralov oblikej' R(sin x, cosx)dx .

Integrale, kjer je R racionalna funkcija spremefhljsinx in cosx, lahko z uvedbo nove
spremenljivke t = tg(x/2) prevedemo v integral caclne funkcije, saj se sinx, cosx in dx
izraZzajo kot racionalne funkcije s tg(x/2)

X
t=tg—
g2
sinx =
1+t2
1-t2
COSX =
1+t2
dx= 2dt
1+1t2
198. Izrafunajte IL
2Sin X + cos< X
X
dx 1 th—Z—\/E
[-— & = =L
2sinx + cosx J5

tg;—2+\/§



dx
5+3cosx
200. Izrafunajte IsiansinSxdx.

199. Izrafunajte I

J'sin3xsin5xdx:1j(0052x - cosBx)dlesin 2x - L singx
2 4 16
PotrebujeSsinxsiny = % (cosx —y) —cosx +y))

201. Izratunaijte jcos“ xdXx .

J'cos xdx= j (cos” X)*dx= j (1+COSZX) dx

:j(“ 2C0S2X + COS 2X

)dx ——jdx+ Icostdx+ Icos4xdx+ jdx —S|n4x+1sm2x+3x
4 32 4 8

202. Izradunaijte j'sin6 xdXx.

3X
203. Izraéunajtej © dx.
e +2
3Xx 2X
J' € _dx=..=% -2e* +4In|e* + 2|
e +2 2

(t=e*,x=Int,dx=dt/t)

204. Posploseni integrali.

Ce obstaja limita integrala(g) (zgornji int.), ko e - 0, ji pravimo posplo$eni ali nepravi
b-¢

integral funkcijef na intervalu[a,b] in plsemoj'f(x)dx—llm 1 (€) —I|m jf(x)dx Ce imaf

poI v taki a in je drugod na (a,b] zvezna, deflnlramo podobno:

J' f(x)dx= I|m (€)= I|m J' f (x)dx ce ta limita obstaja. Kadar infgpol v kaki notranji toki

a+£

cD[a b], interval razdelimo na dva podintervala,c] in [c,b] ter poi€emo Ilimiti:
jf(x)dx—nm jf(x)dx+nm jf(x)dx

c+n

205. Ali konvergira integral j—l)7
+

+
ReSimo s pomio nastavka(% +Cln|x® + 1| +Earctg 2X + konst, D=diskrim.),
X° +

NE)

—= Integral konvergira, saj smo nasli njegovo limito.

=7
8

N

206. Izrafunajte IIn_x dx.
X



In x In? x

—dxzjtdt: +C
X
t:Inx,dt:%

X

3
207. Izrafunajte I xarctgxdx
0

3
j xarctgxdx=...= —g + barctg3
0

(u=arctgx dv= xdx)
(per partes)

Inx
3x

Divergira (rezultat doleenega integrala je neskom)

208. Ali integral J' dxkonvergira ali divergira?

209. Plogina izseka — izpeljite formulo.
Plogina krivatrtnega trikotnika, omejenega s poltrakogha a in ¢ = £ in s krivuljo, dano

v polarnih koordinatah z zvezno funkcifjo=r(¢). Najboa =¢, <@, <..<¢., <@, <[.

Plo&ina posameznega kroznega izsekag: =%ri25 , plo&ina celega lika pa

AS, :EZrizd . Ko gredo razmiki med delilnimi t&kami proti O, n pa proti neskéno,
i=1
integralske vsote konvergirajo proti ddéémemu integralu, stoptasti lik pa s&edalje bolj
B
prilega kriva@rtnemu trikotniku. V limiti je:S:%jr(¢)2d¢

a

210. Diferencial plogine — v karteziéni, parametri¢ni in polarni obliki.
Kartezina: ds= f (x)dx

Polarna:ds:%r2(¢)d¢

Parametina: ds= % (x ;/— y ;<)dt, X=X(t), y = y(t)

211. Laéna dolzina — izpeljava.

Naj bo f(x) zvezno odvedljiva funkcija na intervdlyb], graf je krivulja nad tem intervalom.
Naj boa=x, < x, <...< X, =b delitev intervala inT, (x;, f (%, ))}ocka na krivulji, ki lezi nad
delilno taiko x. 15¢emo dolzino lomljene daljicg, ski povezuje vse ttke T na krivulji.

Razdalja med dvema zaporedniméktma jeAs :\/(xi -x_,)° +(f(x)-f(x_))?*.Po

Lagrangeovemu izreku lahko zapiSerhx;) — f (x._,) = f'(&)(x — %) = F'(¢,)9,,

n

n b
s, =D As =) 1+ f'(&)0,. Celotna dolZina Iokaje=j 1+ y'2dx.

i=1 i=1



212. Izrafunajte dolzino krivulje y :%xz —%In xza x=1 do x=e.
; 1
J'1/1+ y'zdx:...:zr(e2 +1)

213. Izrafunajte dolzino loka cikloide: x = a(t —sint); y =a(l— cost).
2m |, 2 . 2

s=j X +y =8a
0

(1- cost = 2sin® l)
2

214. Prostornina rotacijskega telesa.

b
Y% =nj f 2(x)dx

215. Povrsina rotacijskega telesa.
b b b
V =271 £ (y/1+ (£'(x)* dx= 271] yy/1+ y* dx=271] yds

216. Dold'ite dolzino srénice: x =a(2cost — cos2t), y =a(2sint —sin2t) .
2mr |, 2 . 2
S:j X +y =..=16a

0
(1- cost = 2sin® %)

217. Cikloida x =a(t —sint); y=a(l— cost) naj se zavrti okoli osi x. Izra&unajte povrsino
rotacijske ploskve.



