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1. Lo¢éna dolzina krivulje v prostoru

Izrac¢unati moramo lo¢no dolzino krivulje

(tk) = (2(te), y(te), 2(tx))

7(to) = (x(t0), y(to), z(t0))

Slika 1: Skica k lo¢ni dolzini krivulje

> V@) — w(te-1))® + (yte) — y(te-1))2 + (2(te) — 2(tr-1))?
P

Uporabimo Lagrangeov izrek

n—1
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*Verzija 0.1a, neprecisceno besedilo. To delo je oblikovano s programskim paketom ETEXv operacijskem sistemu
Linux



Se pravi, seStejemo majhne delcke, s katerimi aproksimiramo naso krivuljo v prostoru.

Pomagamo si lahko tudi z naravno parametrizacijo krivulje v prostoru. Naravni parameter s
je tak parameter, da je dolzina krivulje od zacetne toctke 0 do tocke T'(z(s), y(s), z(s)) enaka
vrednosti s.

2. Tangenta na krivuljo v prostoru
Tangenta je premica, ki najbolje aproksimira krivuljo v dani tocki. Za opis premice potrebu-
jemo tocko in smerni vektor. Toc¢ko ze imamo r(tg). Dolo¢iti moramo $e smerni vektor.
r(t) — o) _ -

b = Jim SE = () = (@(0),3(0). 1)

3. Ploskve v prostoru

Ploskve v prostoru lahko opisemo na veé¢ razli¢nih na¢inov

(a) Eksplicitni zapis
Ploskev je predstavljena z grafom funkcije z = f(x,y). Naprimer: z = /1 — 22 — y?
(b) Implicitni zapis ploskve
Naj bo F' funkcija treh spremenljivk z, y in z. Enacba F(z,y,z) = 0 potem doloca
ploskev v prostoru. Naprimer: F(z,y,2) =1 — 22 — y? — 22, to je enacba sfere.
(c) Parametri¢ni zapis
Vsako koordinato tocke na ploskvi opisemo s funkcijo odvisno od dveh parametrov,
x =z(u,v), y =y(u,v) in z = z(u,v).
x=cospcostd 0< <271
Naprimer: y =singpcos?d —7w7<I<7
z = sin p, ¥ parametra
Ce je z nekim parametri¢nim zapisom res podana ploskev, preverimo tako, da izra¢unamo
naslednji izraz
Ty X Ty
pri cemer je 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), 7, in 7%, pa sta ustrezna parcialna odvoda.
Ce je 7%y X Ty # 0, potem je z 7 = 7(u, v) podana ploskev v prostoru.

4. Normala na ploskev

Naj bo ploskev podana v parametri¢ni oziroma vektorski obliki
7= 7(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))

Ce fiksiramo enega izmed parametrov, drugi pa se spreminja nam tak zapis dolo¢a krivuljo
na ploskvi. Naprimer: 7 (u) = 7(u, vg), 72(v) = #(ug, v)

Omenjene krivulje, kjer je eden izmed parametrov fiksen, drugi pa se spreminja imenujemo
koordinatne krivulje. Koordinatna krivulja lezi na ploskvi (slika 2).

Ce zapisemo parameter u kot funkcijo parametra ¢ in parameter v prav tako kot funkcijo ¢,
dobimo

() = F(u(t), v(t)) = (z(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), 2(u(t), v(t)))
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Slika 2: Skica koordinatne kirvulje in njene tangente

to pa je enacba krivulje (saj imamo samo en parameter), ki lezi na ploskvi 7(u, v).
Dolo¢imo smer tangente za to krivuljo

d7 . O du Or dv i

— == —— 4+ —  — =T U+ Ty

dt ou dt  Ov dt " !

Ugotovili smo, da vse tangente na krivuljo, (ki lezijo na ploskvi in grejo skozi isto tocko) lezijo
v isti ravnini, doloceni z vektorjema 7, in 7.

To ravnino imenujemo tangnetna ravnina ploskve v dani tocki in ta ravnina najbolje apro-
ksimira ploskev v dani tocki. Dolo¢ena je s toCko in normalo 77 = 7y X 7.

(a) Ce je ploskev podana v parametriéni obliki, je normala na tangentno ravnino i = 7, X 7.

(b) Ce je ploskev podana eksplicitno z = f(x,%), potem to pomeni, da za parametra izbe-
remo kar x in y. Potem je

ma,y) = (xy, f(2,y))
F:c(xvy) = (1707fx(x7y))
F?J(mvy) - (0717fy(33ay))
ik
ﬁ:FxXFy = 10 fﬂc :(*fxa*fy’l)
01 fy

Uvedemo novo oznako f; = 2z, = p, fy = 2y = q. Torej je i = (—p, —q, 1)
(¢) Ce je ploskev podana implicitno F(z,y,z) = 0. Ce izrazimo spremenljivko z s pomocjo
x in y, torej z = z(x,y), potem dobimo F(z,y,z(x,y)) = 0. Parcialno odvajamo po z

in y, ter dobimo
F, F,

p:_?z q=—F7

Normala je potem, ko jo pomnozimo z F,

n = (Fy, Fy, F)



Vpeljimo $e naslednje oznake za parametriéno podano ploskev 7#(u, v):

Q= >
I
S
303
5] <

Il
el
-

<

Hitro se lahko prepricamo da je

7y x 7| = VEG — F?

Torej je enotska normala na ploskev dana za enacbo

Ty X T Toy X Th

7o x 7| VEG — 2

U=

. Integrali odvisni od parametra

Naj bo f zvezna funkcija dveh spremenljivk z in y, spremenljivka x lezi na intervalu [a, b,
spremenljivka y pa na intervalu [c, d]. Doloceni integral

b
l/f@wmx (1)

je potem odvisen samo od spremenljivke y, torej je funkcija spremenljivke y.

b
F@zjfmmm (2)

Integral (enacba 1) imenujemo integral s parametrom, spremenljivko y pa parameter tega
integrala.

Oglejmo si kaksne lastnosti ima integral s parametrom, torej funkcija (enacba 2).

Izrek

Naj bo f zvezna funkcija dveh spremenljivk, potem je funkcija F (enacba 2) zvezna funkcija.
Dokaz

Oglejmo si, koliko se spremeni vrednost funkcije F, ¢e se vrednost parametra spremeni za
malo (za h):

b b
IF@+M—F@NZK/f@w+m¢wi/f@wﬂﬂ

—0

b b
ZIA(ﬂ%y+m—f@wD®1§L|ﬂ%y+@—f@ﬂﬂm%:0

Torej je F zvezna funkcija.



6. Odvod integrala s parametrom
Izrek

Ce je funkcija % zvezna na intervalu [a, b] in intervalu [c, d] kot funkcija parametra y. Potem
je integral s parametrom (enacba 2) odvedljiva funkcija in velja

dF bof
@(y): g a—y(x,y)dac
Dokaz
F h)—F 1 ’ ’
WO ([ ey [ s i)
b
— % (f(z,y+h) — f(z,y) dz)
b h) — b
_ /af(x’“;i f(x’y)dx’:g/a fy (@) da
Izrek
Naj bo

fy zvezna funkcija, u, v zvezno odvedljivi. Sledi

v(y)
F'(y) = /u(y) g;(w,y) dz + f(v(y), y)v'(y) — fluly),y)v'(y)

Skica dokaza

F(y) =Gy, v(y),u(y))
dFf dG O0Gdv O0Gdu
dy " dy  vdy  dudy
V drugem in tretjem ¢lenu na desni strani nastopada odvod integrala od zgornje meje ter
odvod integrala od spodnje meje. Pri odvodu integrala od spodnje meje dobimo minus.

v(y)
F'(y) = /( ) fy(z,y) da + f(v,y)v" — f(u,y)u’
u(y

7. Dvojni integral

Dvojni integral je dvodimenzionalna posplositev dolo¢enega integrala funkcije ene spremen-
ljivke.
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Slika 3: Dvojni integral

Naj bo f : D — R, D C R? zvezna funkcija spremenljivk z in y na obmoé¢ju D. Torej:
fo(@y) = fz,y)
Graf funkcije f je ploskev v prostoru, prostornino med obmocjem D in grafom funkcije f

lahko izracunamo na naslednji nacin:

Obmocje D razdelimo na manjsa disjunktna podobmocéja D;. Na vsakem izmed podobmocij
si izberemo neko tocko(x;, y;). Definiramo integralsko vsoto

Zf(fﬂi, vi) - pl(D;)

Ce obstaja limita integralskih vsot, ko gre n — oo in gre ploséina vseh podobmo¢ji proti ni¢,
potem to limito imenujemo dvojni integral funkcje f in piSemo

n—oo

fim, > ) 2l(D) = [[ ) dady

. Prevedba dvojnega integrala na dvakratnega

Dvojni integral ra¢unamo tako, da ga prevedemo na dvakratni integral. Oglejmo si idejo,
kako izepljemo prevedbo dvojnega integrala na dvakratni integral v posebnem primeru lepega
obmocja (slika 4).

Funkcija f : D — R, D C R2. Napisemo integralsko vsoto

S f@iny) plD) = D F@5) @i — x) (&) — 9(%))
i=1 1=1
n h(&:)

— Z/ f(@,y) dy(wip1 — x;)

i—1 “ 9(&)

Ko gre Az — 0



9.

10.

h(z)
R
(x

3 g(x)

a b T

Slika 4: K prevedbi dvojnega integrala

/ ’ ( /g :()) f(,w) dy> da

Zamenjava vrstnega reda integriranja
Izrek

Naj bo f zvezna funkcija dveh spremenljivk = € [a,b], y € [¢,d]. Potem obstaja integral
funkcije F(y) = fab f(z,y)dz in velja

/cd</abf(x,y)dx> dyz/j(/cdf(g;’y)dy) A

Torej lahko zamenjamo vrstni red integriranja funkcije dveh spremenljivk. Ce imamo pri tem
integralu meji konstantni pri prvem pa odvisne od paramatra, potem lahko mejo u = u(x)
opisemo kot funkcijo v = v(y), pri tem pa druga meja postane konstanta.

/ b ( / (()) e dy) ao= [ ' ( / (:’) o) dx) dy

Velikokrat tudi piSemo

/Cd</abf(a:,y)dx>dy=/cd dy/c;bf(g;’y) da

Uvedba novih spremenljivk v dvojni integral

Primer:

Naj bo D obmo¢je na ravnini (z,y). Opisali bi ga radi s pomoc¢jo novih koordinat u in v.
Torej: x = z(u,v) in y = y(u,v).

Da bo opis v novih koordinatah imel smisel, mora ena tocka iz obmocja opisanega z x in y
pripadati natanko eni tocki omocja opisanega z w in v. Z drugimi besedami, preslikava med
obema obmoc¢jema mora biti bijektivna.



Kako vemo, da je preslikava, to je transformacija koordinat v redu, torej bijektivna?
Izrek

Transformacija koordinat je v redu, torej preslikava med obmocjema je bijektivna, ¢e Jacobi-
jeva determinanta razli¢na od ni¢

Ty Ty
Yu Yo

J =

Dokaz opustimo

Vpeljava novih spremenljivk se pozna v integralu na naslednji na¢in

/[qf($’y)dxdy://Df(u,v)\J!dudv

V nekaterih primerih lahko dano obmocje v ravnini opiSemo z drugimi spremenljivkami na
preprostejsi nac¢in. Naprimer s polarnimi spremenljikami, za katere velja x = rcosp in
y = rsin g, Jacobijeva deterimananta pa je J = r. Ta uvedba nam pride prav pri ‘okroglih’
definicijskih obmocjih.

11. Uporaba dvojnega integrala v geometriji

(a) Prostornina med grafom funkcije in ravnino
Prostornina obmoéja med ravnino (z,y) in ploskvijo, dano s predpisom z = f(x,y) nad
obmoc¢jem D je enaka:

prostornina = // f(z,y) dzedy
D

Prostornina obmoéja med ploskvama z = fi(z,y) in z = fa(x,y) , za katere velja f1 > fo

prostornina = //D(fl(x,y) — fa(z,y)) dedy

(b) Ploséina ravninskega obmocja D

plos¢inaD = / / dzdy
D

pl S = pl w VP +@d+1
~~ ~~ —_—

povrsina majhnega delcka na ploskvi projekcija tega delcka na ravnino (z,y) dolzina normale

n
povrsina ploskve = lim Z VPE+@E+1-plwg = //D Vp?+ ¢+ 1dxdy

pl wg—0 k=1

(c) Povrsina ploskve

—

Povrsina ploskve, za ploskev dano v parametriéni obliki 7= 7(u, v), je dana z enacbo

povrsina = // VEG — F? dudv

kjer so: B =17y -7y, F =7y -7y in G =17 - 7.



12.

13.

14.

Posploseni dvojni integral

(a) Integracijsko obmoéje neomejeno
V prvem primeru si oglejmo dvojni integral na omejenem podobmoc¢ju D, in ¢e obstaja
limita dvojnih integralov

/ f(z,y) dedy,
D,

ko gre ploséina D\D, — 0, potem to limito imenujemo posploSeni integral na obmoéju

D in piSemo
lim // f(z,y) dxdy:// f(z,y) dzdy
D\D,—0 D, D

(b) Funkcija je neomejena
Ko funkcija v neki tocki ni definirana (ni omejena) to tocko izrezemo iz obmocja skupaj
z neko okolico D.. Ce obstaja limita dvojnih integralov, potem to limito imenujemo
posploSeni integral na obmoc¢ju D in piSemo

Jim, [ /D ) dedy = / /D f(, ) dady

Trojni integral

Naj bo dana funkcija f : V — R, V C R3. Trojni integral funkcije f na obmoéju V' definiramo
na podoben nacin kot dvojni integral. Obmocje V razdelimo na majhna disjunktna podo-
bmocja, na vsakem podobmocju izracunamo vrednost funkcije v eni tocki in nato definiramo
integralsko vsoto

Z f(zi,yi, z) - prostornina V;

1

Ce obstaja limita integralskih vsot jo imenujemo trojni integral in pisemo

[ #002) o

Trojni integral lahko izra¢unamo tako, da ga prevedemo na trikratnega.

b yQ(I) 22(x7y)
J[] e dsayaz= [“aw [ ay [ pog s
v a y1 () z1(z,y)

Pri pretvorbi trojnega integrala na trikratnega lahko izberemo Sest razlicnih vrstnih redov
integriranja pri trikratnemu.
Uvedba novih koordinat v trojni integral

V veliko primerih integriranja integral ni ‘lep’. V takih primerih je smiselno uvesti nove
koordinate. V trojni integral uvedemo nove koordinate na podoben nacin kot v dvojni integral.
Preslikava med obmoc¢jema izrazena v enih in v drugih koordinatah mora biti bijektivna, v
tem primeru je Jacobijeva determinanta razli¢na od nic, integral v novih koordinatah pa je

///V f(x,y,2) dedydz = ///W Flu, v, w) |J] dudvduw

9



Pri ¢emer Jacobijevo determinano izra¢unamo na naslednji nacin

Ty Ty Tyw

J= Y Yo Yw
Zu Ry 2w

Velikokrat uporabljamo:
e Sferi¢ne koordinate

= rcospcosy
= rsingcos?

rsind

VISR
I

= r?cos?

e Cilindri¢éne koordinate

T COS

rsin ¢

N S
1
©

15. Uporaba trojnega integrala v mehaniki

(a) Masa obmodja V, ki ima gostoto podano s funkcijo p: V — R ; p = p(z, vy, 2)

m = /// pdxdydz
v

(b) Naj ima obmocje V' gostoto p. Potem lahko zapiSsemo integralsko vsoto za tezisce

1 & 1 &
m “ m 4
i=1 i=1 H’—‘AVZ-
in v limiti
o ISy (e 2) dedye:
fffv p(x,y, z) dedydz
Podobno dolo¢imo Se koordinate za y in z:

_ fffv yp(z,y,2) dedydz o — fffv zp(z,y,2) dedydz
Yo = fffv p(z,y,z) dzdydz 0= fffv p(z,y,2) dedydz

(c) Vztrajnostni moment. Imamo masno tocko z maso m in kotno hitrostjo w. Zelimo
izraCunati kineti¢no energijo telesa, ki se vrti okrog osi z.

n n

1 1 1
> gt =3 poutat + )8y = [[[ Spte 2@+ 12 dudyas
o2 i 2 v2

10



16.

17.

1
=5 [[[ e + 12 dsaya
1%

vztrajnostni moment pri vrtenju okoli osi z

Operator nabla
Operator nabla oznacujemo z V in je definiran s predpisom

000,
- 0z’ 9y’ Oz

Torej je gradient skalarnega polja: Vf = (%, %, %) = (%, a%, %) - f.
Divergenca vektorskega polja: V - .

Rotor vektorskega polja: rot v =V x 7.

Gradient skalarnega polja

Gradient je preslikava, ki nekemu skalarnemu polju priredi vektorsko polje. Natan¢neje. Naj
bo f:V = R, V C R3, odvedljiva skalarna funkcija. Potem je gradient te funkcije vektorsko
polje definirano s predpisom

grad f =V — R3

af of o
g 1= (22,201,

Pri vektorski analizi veckrat uporabljamo zapis z operatorjem nabla (V).

Vf=grad f
Normala tangentne ravnine na ploskev je enaka gradientu te ploskve.
n = grad f

Dokaz
Implicitno podano ploskev f(x,y,z) = 0. Krivulja na ploskvi

() = f(2(t),y(t), 2(t)) = 0 ()

Odvajamo enacbo (&) na ¢ in dobimo

of dr _ 9f oy af@_(af of @f)(@x dy aZ):O

dr ot Oy ot  0z0t \ox’ 9y’ 9z

ot’ ot’ ot
grad fT._": 0

Gradient ploskve je pravokotnen na smerni vektor tangente poljubne krivulje na ploskvi.
Torej je grad f enak normali tangentne ravnine.

11



18.

19.

20.

Smerni odvod skalarnega polja
Zanima nas, kaj se dogaja z vrednostjo skalarne funkcije v doloceni smeri.
Oglejmo si izraz

o J@tsbiy+ sby,z + sbs) — fla,y,2) _ Of dz Of dy Of de

Jim p =g T 9y a5 92 ds’
of of of B - -
(aixa %’ &) : (bl)b27b3) - vf b - grad f b

Skalarno polje f se v tocki T najhitreje spreminja v smeri

gradf|p
Potencial - potencialna funkcija vektorskega polja
Nekatera vektorska polja lahko zapiSemo kot gradient nekega skalarnega polja, torej

U = gradf
Taka polja potem imenujemo potencialno vektorsko polje, skalarno funkcijo f pa potencial.
Vektorsko polje je potencialno, ¢e je rotor vektorskega polja enak nic¢

rotv =20

Divergenca vektorskega polja

Divergenca je operator, ki vektorskemu polju priredi skalarno polje s predpisom

81)1 avg 81;3
divi = — 4+ — + —
Oz oy 0z
Divergenco zapisemo z operatorjem nabla kot V - 4.

Trditev

Izra¢unajmo sedaj divergenco gravitacijskega vektorskega polja

. i
p=—c5
r3

Vemo da je p'= grad f = grad c%, torej je div p'= Ac%. (A = Laplace). Ra¢unamo

i(—c T ) _ (:1:2+y2+22)3/2—x%(z2+y2+z2)1/2
oz (22 + 12 + 22)3/2 (22 + 2 + 22)3
r3 — 322 r3 — 322
= - — = —1{))—
r6 rb

Sledi:

div = —2(r? =322 + 1% = 3% + 1% —32%) = — (32 = 3(a® + ¢y* + %)) = 0
T T

Dobimo div ¥ = 0 oziroma Ac% =0.
Definicija

Ce za vektorsko polje ¥ velja, da je div ¥ = 0, potem pravimo da je ¥ solenoidalno.

12



21.

22.

23.

Rotor vektorskega polja

Naj bo # ‘lepo’ vektorsko polje ¥ = (v1,v2,v3) : D — R3, D C R3. Potem je rotor preslikava,
ki vektorsko polje preslika v neko drugo vektorsko polje dano s predpisom

rot ¥ =

S Flo =
S Fo
& ¥l

7 operatorjem nabla se rotor zapiSe rot ¥ = V.
Trditev
rot (grad f) =0

Laplaceov operator

Laplaceov operator skalarno funkcijo f preslika v skalarno funkcijo
Af = f:m + fyy + fzz

Parcialno diferencialno enacbo A f = 0 imenujemo Laplaceova diferencialna enacba.

Laplaceov operator lahko zapisemo z operatorjem nabla kot A =V - V.

Krivuljni integral prve vrste

Naj bo 7 = 7(s) krivulja v prostoru R dana v parametri¢ni obliki in parametrizirana z
naravnim parametrom. Dana naj bo e sklarna funkcija f : D — R, D C R3, pri ¢emer je
lahko D kar enako krivulji.

(3717 Y1, 2’1)

Slika 5: Skica k krivuljnem integralu 1. vrste

Krivuljo 7(s) razdelimo na manjse dele, na vsakem delu si izberemo neko vrednost. Definiramo
integralsko vsoto

@k, Y, 21) (8K — Sk—1)
; —_——

s naravni parameter, (7(sg)) — 7(sg—1)) dr

Ce obstaja limita integralskih vsot, ko gre n — oo in s — sx_; — 0 za vsak k, potem to
limito imenujemo krivuljni integral prve vrste in piSemo

[ Az ds = Jim S o z(s )

As—0 k=1

13



24.

25.

Neposredno iz definicije sledi, da za krivuljni integral veljajo podobne lastnosti kot za ostale

integrale
/fd8+/gds:/(f+g)ds
C C C

/Cc-fds:c/cfds

/C1UCz fds= fds+ fds

Ci1NC2=0 €1 G2

Ce je krivulja izrazena z nekim parametrom t, torej

r=a(t) ©=9% dv=idt
y=y(t)
z = z(t)

Potem dobimo: ds = /22 + 9% + 22 dt. Sledi

B b
/ f2(s),y(s),2(s)) ds = / f@(t),y(t), 2() Vi + 9% + 22 dt

Opomba

Smer integriranja je dolo¢ena z izbiro parametra, s katerim je parametrizirana krivulja. Po
krivulji se premikamo v smeri naras¢ujocega parametra.

Krivuljni integral druge vrste

Naj bo krivulja 7 dana v parametri¢ni obliki, torej ¥ = 7(¢) in naj bo ¥ = (v1, v2, v3) vektorsko
polje, definirano vsaj na krivulji 7 = 7(¢). Krivuljni integral druge vrste je potem definiran

kot .
I 7(t) S
Fdg= [ (vi(t),v2(t),v3(t))  ——maeee /22 + 52 + 22 dt
C a \/m

b b
=/ (v1(£), v2(t), v3(t)) - (£(2),5(1), 2(1)) dt:/ (v1(D)2(t) + va()5(t) + v3(t)2(t)) di

skalarni produkt vektorskega polja s tangento

Greenova formula

Naj bo C odsekoma gladka sklenjena krivulja v ravnini (x,y). Naj bosta f in g parcialno
zvezno odvedljivi funkciji na omejenem obmocju D, katerega rob je krivulja C'. Potem velja

fdz+gdy = (@—g)dazdy
c p Oz 0Oy

Integriramo v pozitivni smeri. Torej Greenova formula povezuje integral druge vrste in dvojni
integral. Krivulja C' je sklenjena in je rob obmo¢cja D.

Skica dokaza

Greenove formule samo za ‘lepa’ obmocja, ki jih lahko preprosto opisemo z dvema funkcijama
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p(y)
q(y)

T xT

Slika 6: Greenova formula

Izra¢unajmo integral

// i d:ndy—/ dx/(()) gfyc dy—/ab(f(m,v(:n))—f(x,u(x))) do—

71(t) = (t,u(t))... spodnji del obmocja parametriziran s ¢
72(t) = (t,v(t))... zgornji del obmocja parametriziran s ¢

*_/fm dx/fxu :c:(/abf(ac,u(x))dx/abf(x,v(az))dx)

=—([| fdz+ fda: j{fd:c (3)

Ch
dg
I — 4
//Daxdwdy igdy (4)

Stestejemo enacbo(3) in enacbo (4) ter dobimo Greenovo formulo.

Podobno izpeljemo, da je

. Neodvisnost krivuljnega integrala od poti

Krivuljni integral druge vrste [, d7 = [, v1 dz 4+ vz dy + v3 dz je neodvisen od poti, ce je
njegova vrednost enaka ne glede na to po kateri (poti) krivulji pridemo iz zac¢tne v konéno
tocko

Izrek

Naj bo v zvezno vektorsko polje na obmocju D. Potem je integral fc v d7’ neodvisen od poti
na obmocju D natanko tedaj, ko je ¥ na D potencialno vektorsko polje. Torej v = grad u, za
neko skalarno polje u.

Opomba

Izraz v1 dz +v9 dy+ v dz je eksakten, Ce obstaja skalarno polje u, da je du = v; dx+wvo dy+
vg dz, tako skalarno polje pa obstaja, ¢e je u potencial vektorskega polje ¢. Sledi, da je

/gradudf’:/ du:u@“
c c :

15



27.

Izrek

Krivuljni integral fc ¥ d7 je na obmocju D neodvisen od poti natanko tedaj, ko je krivuljni
integral 550 v d7’ po zakljuceni krivulji C7 z obmocja D enak 0 za vsako sklenjeno krivuljo C
iz D.

Dokaz - je preprost

C

Cy
T

Slika 7: K neodvisnosti krivuljnega integrala od poti

/17dF:/ vdr= UdF—/ vdr=
Ch Co C1 Co

—/ ﬁdf'—/ Tdr=0= ¢povdr=
—-Cq Co c

Ploskovni integral 1. vrste

Sledi

Naj bo S gladka ploskev in naj bo v vsaki tocki definirana tangentna ravnina. Naj bo .S tudi
orientirana ploskev (ploskev ima dve strani, na drugo stran pridemo samo ¢ez rob).

Naj bo u skalarno polje definirano na S. Potem S razdelimo na manjse parcele in definiramo

integralsko vsoto
n

> ulwi, i, 2) - PUS))

=1

Ce obstaja limita integralskih vsot, ko gre n — oo in povrdina parcel proti ni¢, potem to
limito imenujemo ploskovni integral 1. vrste in piSemo

//u dS = lim > u(wi,yi,2) - pl(S;)

pl(Si)—0 i=1

Izracun ploskovnega integrala:

Ploskev S najprej parametriziramo in upostevamo, da izra¢unamo povrsino po formuli

plS:// V EG — F? dudv
D
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28.

29.

Torej je
S =+vVEG — F? dudv

Ploskovni integral 1. vrste, pa s pomoc¢jo dvojnega integrala izra¢cunamo po formuli
//de:// fVEG — F? dudv
S D

Ploskovni integral 2. vrste

Pri rac¢unanju tega integrala, ki ga imenujemo tudi pretok vektorskega polja skozi ploskev
S, na pretok vpliva samo tisti del vektorskega polja, k je v smeri normale na ploskev, torej
pravokotna projekcija vektorskega polja na normalo.

Ploskovni inegral druge vrste je potem

//Ud§://6-ﬁd5
S S

U je enotska normala na ploskev. Ko ploskev S parametriziramo dobimo

U3

//D \/%mdudv—// V(T X Ty) dudv—// T yu zu dudw

V posebnem primeru, ko ploskev S parametriziramo s spremenljivkama z in y, dobimo

//vdS // \/L\/p +¢>+1 dxdy—// (p,q, —1) dzdy
PP+ +1

Gaussov izrek

Naj bo S gladka zaklju¢ena ploskev in naj bo V' obmocje v prostoru, ki ga ta ploskev omejuje.
Naj bo v odvedljivo vektorsko polje, definirano na obmoc¢ju V' z robom S. Potem velja

/// div 7 dedydz :# 7dS
|4 S

Ideja dokaza Gaussovega izreka, ko je S Se posebaj lepa ploskev, to pomeni, da vsaka premica
vzporedna z eno izmed koordinatnih osi, seka ploskev S najve¢ dvakrat (krogla). Oglejmo si
izraz

/// 9% Gpdydz = // / % 4z) dady = // vy, 2 (2, 9))—vs (2, 92 21 (2, ) dady
= //52 vgnsdS — //S1 v3ngzdS ://Svg)ng)ds

zgornji del ploskve  spodnji del ploskve

// % dxdydz = // vin1dS
S

/// % dxdydz = // v9nadS
S

Izraze sestejemo in dobimo Gaussovo formulo.

Podobno dobimo
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30.

31.

32.

Stoeksov izrek

Naj bo C' gladka sklenjena krivulja, ki omejuje neko ploskev S v prostoru. Naj bo ¢ odvedljivo

vektorsko polje. Potem je
// rot dS = ]{ 7 di
S C

Ploskev S projeciramo na ravnino (z,y) in dobimo neko obmocje v ravnini. Za to obmocje
lahko uporabimo Greenovo formulo. Podobno naredimo projekciji na (z,2) in (y, z) ravnini
in uporabimo Greenovo formulo tudi na teh projekcijah. Te Tri Greenove formule ‘seStejemo’
in dobimo Stoeksovo formulo.

Krivulja C' je rob ploskve S.

Zveza med Stokesovim izrekom in Greenovo formulo
Greenova formula je poseben primer Stoeksove formule.

Naj bo ¥ = (f(z,y),9(x,y),0). Ploskev S naj bo obmocje v ravnini (z,y). Oglejmo si, kaj
pravi Stokesov izrek v tem primeru

rotd dS :f@'df’:ja{f z,y) de + g(z,y) dy
J Lot 98 = § 707 = § f@.) do -+ glan)

vds
i ik
oti=| 2 oo ol 9,
z Y z or Oy
f(@,y) g(z,y) O

Sledi 5 o7
//s(ﬁag: - afy) drdy = j{f(w,y) dr + g(z,y) dy

Analitiéna funkcija

Funkcija f: D — C, D C C, je analiticna v zy € D, Ce je v zy odvedljiva, hkrati pa obstaja
Se neka okolica zg, tako da je f odvedljiva tudi v vsaki tocki iz te okolice.

Denimo, da je funkcija f odvedljiva v tocki zg. Torej v zy obstaja limita diferenénega kvocienta

L fet A~ ()
Az—0 Az

Ker obstaja limita, moramo dobiti isto vrednost, neglede na to, po kateri poti se blizamo zj.
Oglejmo si, kaj dobimo ¢e gremo proti zp po dveh poteh. (z leve in desne ter od zgoraj in
spodaj)

(a) Sprehodimo se vodoravno. Vemo, da je z = x + iy, Az = Ax + iAy. Pri vodoravni poti
je Az = Ax.

18



Naj bo f(z) = u(z,y) +iv(z,y) in z0 = zo + iyo. Sledi
f(z0 +Az) — f(20)

Aligo Az N
— 1 U(ZL‘(] + AZL‘, yO) + iU(l’o + AZU, yO) - U(.ZU(), yO) - iU(ZII(], yO) _
Az—0 Ax
~ im (U(l’o + Az, yo) — u(xo, Yo) + Z.U(xo + Az, y0) — v(zo,50) _
Ax—0 Az Ax
ou Ov

= %(9307 Yo) + Z%(xo, Y0)

(b) Sprehodimo se nato Az = Az + iAy, pri navpiéni Az = iAy. Sledi
- flzo+Az) — f(z0) . u(xo,y0 + Ay) +iv(w0, Yo + Ay) — u(@o, yo) — (o, Yo)
lim = lim -
Az—0 Az Ay—0 1Ay

B 1 ou ov ov

. Ou
= i(@(%ﬂo) + Zafy(l'o?yo)) = gy(l‘o’yo) - Z@(xo,yo)

Ker moramo v obeh primerih dobiti enak rezultat (saj obstajajo limite diferenénega kvoci-
enta), je
Uy + 10 = Vy — Uy

Sledi

Uy = Vy 1IN Uy = —Uy
Ti dve enacbi imenujemo Cauchy-Riemannov pogoj.

33. Cauchy-Riemannovi enacbi
Izrek

Naj bo f(z) = u(z,y) + iv(z,y) funkcija kompleksne spremenljivke. Potem je f analiti¢na
funkcija v zg natanko tedaj, ko v tocki zg = zg + 2yo velja Cauchy-Riemnov pogoj

Uy = Vy 1IN Vp = —Uy
(glej Se obrazlozitev pri prejsni tocki)
34. Harmoniéna funkcija Tisti pogoj.

Ugz + Uyy =0 In vzp + Vyy =0
35. Konstrukcija funkcije ¢*
f(z) = e = e*(cosx + isinx)
Zahteve funkcije:

e ¢ = e” za vsa kompleksna Stevila z, ki imajo imaginarni del enak 0 (torej se kompleksna
in eksponentna funkcija ujema z eksponentno funkcijo realnih stevil)
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° diez — e
z
e ¢” je analiticna funkcija
Zapis$imo
e* =u(z,y) +iv(z,y)
Odvajamo in dobimo (kar sledi iz druge zahteve)

ug(z,y) + ive (2, y) = u(z,y) +iv(x,y)
Sledi

Uy = U %invx—v % = u(x,y) = G(y)e®

Sedaj upostevamo tretjo zahtevo, torej za u in v velja Cauchy-Riemanov pogoj u, = vy

%\%%m Uy = —Vg

v =10y = —uy = —G'(y)e”
v=( % vz = —uy = —G'(y)e”
Vy = Vg = —G"(y)e”

vy = (A8 Jug = ( % Ju=G(y)e”

Sledi: G(y)e® = —G"(y)e”, torej G"(y) + G(y) =0
G = Asiny + Bcosy

Sledi, da je:
e* = e"(Asiny + Bcosy) +ie”(—Acosy + Bsiny)

Upostevamo Se, da je e = e za y = 0, torej
e =e"(A-0+B-1)+ie"(—Acosy + Bsiny)
1=B—-iA = A=0,B=1
Sledi:

e’ =e"(cosy +isiny)

Velja: ‘
e =cosy +isiny

€| = \/cos?y +sin?y = 1
e’ = cosp +ising

Opazimo da je
eicp _ eigo-i—?lwr

Torej f(z) = e® ni injektivna.
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36. Funkcije cos z, sin z, coshz, sinhz in log z
e Kajje z inverzom f(z) = e*?7 Kaj bi bil logaritem kompleksne spremenljivke? Zapisemo
w = log z

Potem mora veljati e¥ = 2
Sledi
(a) e = |z] in zato u = log|z|
(b) € = €' in zato v = p + 2k
Sledi
log z = log |z| + i(p + 2km)

To ni funkcija, saj je k poljuben, torej ni enoliéno dolocena. Ce vzamemo k = 0, dobimo
glavno vrednost logaritma. To je inverzna funkcija funkcije e* zozene na obmocje, kjer je
e” injektivna. Definiramo potenco kompleksnega Stevila 2%, pri ¢cemer z,w € C. Potem
je definarna s pomocjo eksponentne funkcije

LW — 6wlogz
[ J
) iz efiz
sin z = -
21
[}
€ZZ + e—ZZ
Ccos z =
2
. .
sin z
tan z =
COoS 2
[ ]
z —Z
. —e
sinh z =
2
[ J
e+ e *
coshz = ———
2

Veljajo vse obicajne zveze med temi funkcijami.

37. Integracija v kompleksni ravnini ne nujno analiti¢nih funkcij

Naj bo C ‘gladka, lepa’ krivulja v kompleksni ravnini. Naj bo f funkcija kompleksne spre-
menljivke. Njen integral po krivulji C' definiramo s pomocjo integralskih vsot

> Az,

k=1

n



38.

Ce obstaja limita integralskih vsot, ko gre Az, — 0 in n — oo, potem jo imenujemo integral
funkcije kompleksne spremenljivke po krivulji C' in piSemo

/Cf(z) dz

Kako izracunati integral [, f(z) dz?
Zapisimo

z= x+1iy~dz=dzr+1idy
fla)= ulzy)+iv(z,y)

Sledi
[ 1@ = [ o)+ ivtey)as+ idy)
C C
= /U(w,y) dw+iv(rc,y)dy+i/v(x,y) dz +u(z,y) dy
C C

- / (ule ) — v(e,y)) dF + 1 / (0(z,y) — u(z, y)) dF
C C

Dobimo dva krivuljna integrala druge vrste, ki ga resimo tako, da krivuljo parametriziramo,
se pravi z = x(t), y = y(t), upostevamo dz = & dt, dy = y dt in dobimo obicajni integral

8 8
/ (u(z(t), y(t)& — v(z(t),y(t))y) dt + 1/ (v(2(t), y(1)) & + u(z(t), y(t))y) dt

(0%
Na tak na€in znamo izracunati integral funkcije kompleksne spremenljivke. V tem primeru
ni nujno, da je funkcija zelo lepa (t.j. analiti¢na).
Naprimer na tak naéin zamo izracunati |, ¢ Z dz po neki krivulji C.
Velja:

/C F(2) dz + /C g(z) dz = /C (f(2) + g(2)) dz

/Ca-fds:a/cfds

/cluc2 f(z) dZ:/le(Z) dz + cgf(z) dz

C1 N Ca=0
Integral funkcije (5)
1

(z — zo)"

()

Izra¢unajmo, pri tem bomo uporabili formulo z — zy = re'?, kjer je C kroznica s polmerom 7
in sredis¢em v zp in dz = re*¥i dy

%Co(z—zo)”“ Z/o i re'?yq gornz/o e @M/O cosnw—isinny) de
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39.

Ce je n # 0, dobimo kot rezultat integrala sinus in kosinus, ki sta periodi¢ni funkciji s periodo
2m. Torej je v tem primeru integral enak 0.

Ce je n = 0, dobimo % 027r 1 dy = 2mi.

Torej je integral, sedaj napisano tako kakor v vpraSanju enak

?{ 1 ] 2m cen=1

o (z—2)" L0 cen#1

Obmocje je enostavno povezano, ¢e lahko sklenjeno krivuljo skréimo v tocko. Enostavna
sklenjena krivulja sama sebe ne seka.

Cauchy-jeva integralska formula

Izrek

Naj bo f analiticna funkcija na obmoc¢ju D in naj bo f’ zvezna na robu obmocja D, ki naj
bo sklenjena krivulja C'. Naj bo 29 € D. Potem je

f(20) = L fIC

= — dz
2mi J. 2 — 20

Opomba

Izrek pove, da je katerakoli vrednost analiticne funkcije f na obmoc¢ju D natanko dolo¢ena z
vrednostmi funkcije na robu obmocja C'.

Dokaz

Ker je funkcija
f(2)

Z— 20

analiti¢cna povsod na obmoc¢ju med krivuljo C' in kroznico Cy s sredis¢em v zg, hitro sledi, da

je
O A (C

O] Co # — 20

1
% dz = 2w
Co zZ — 20

Vemo, da je

Sledi
(2) Qs — f(z0) + f(2) — f(20) dz:f f(20) dz+y§ f(z) — f(20) A= (6)
COZ—ZO Co zZ— 20 COZ—ZO Co zZ — 20
f(z0)2mi
Pokazimo, da je integral
PRCE Sy
Co Z— 20
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Ocenimo, in pri drugem < upostevamo da je f analiticna, torej zvezna, ¢e krogec f(z) —
f(20) < e in Cy dovolj majhen

f(z) = f(20) |f(2) — f(20)] € _€ _
| Codzfﬁjiodzéyioz_zo dz—rjio dz =27

z— 2 |2 — 20l
Ce je polmer 7 kroznice Cy dovolj majhen potem lahko ocenimo, da je

| f(2) = f(20)
Co

dz| < e2rm
Z— 20

Za pojubno majhen €, torej
P =)
Co Z—20
Sledi po enacba (6), da je

M dz = f(ZO) .2
C 220
torej, je kon¢na formula enaka
1 f(2)
= — d
f(z0) 2mi f{; zZ— 20 ?

40. Integracijska formula za (™ (z)
Izrek(Cauchyjeva integralska formula, posplosena)
Ce je f analiti¢na funkcija na ‘lepem’ obmoéju D z robom C, potem za poljubno notranjo
tocko zp € D velja . )
F (20) = 27”-%0(220)”“ dz
Torej so za analiticno funkcijo f analiticne tudi vse funkeije f(™.
Torej je analiténa funkcija, torej odvedljiva, je avtomati¢no neskonénokrat odvedljiva.
Skica dokaza

Rac¢unamo

; . flzo+Az) — f(20) . /1 f(2) 1 f(2)
f(z) = lim = Jim —( }[ M AR P dz)
c? = (

Az—0 Az A0 Az \ 27 20 + Az) 2mt Jo z — 2

I S B OB CEr B (C Ty v
- Alz—>0 2miAz ﬁ; (z— (20 + Az))(z — 20) d

: f(z)Az _ 1 f(2)
Alggo 2miAz ﬁw (z — (20 + Az))(z — 20) dz= 2mi Jo (2 — 20)?

dz = f'(z0)

Na enak nacin izpeljemo formulo za vigje odvode.

4]1. Laurentova vrsta
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(a)

Funkcijska vsta funkcije kompleksne spremenljivke je oblike

f(2) = 11(2) + fa(2) + f3(2) +

Konvergenéni radij
fnJrl

fn

Taylorjeva vrsta funkcije kompleksne spremenljivke

r = lim
n—oo

2 f(n)
f(z) = Z fn(!zo)(z —20)"  f(2)...analiti¢na

n=0
Laurentova vrsta
Naj bo f analiti¢na na dveh koncentricnih kroznicah C7 in Cs ter na kolobarju med
njima.
Potem se da funkcija f zapisati v obliki Laurentove vrste

o0

Eanz—zo E G-
— 2o)"

[ER

ap = ! 7{( f(w) dw

2m - zo)”+1

_ n—1
=5 7{ flw 20) dw

Pri ¢emer so

krivulja C' pa je skelnjena krivulja, znotraj kolobarja, ki objema singularnost zg.

Prvi del Laurentove vrste ( % ) imenujemo regularni del, drugi del ( ;;% ) pa glavni

del Laurentove vrste.

Clen ¢; v Laurentovi vrsti imenujemo residiuum funkcije f v tocki zg okrog katere smo
razvili Laurentovo vrsto.

Laurentovo vrsto lahko zapiSsemo tudi v obliki

oo

f(2)= 3 an(z—2)"

n=—oo

Pri ¢emer je a_, = ¢, , torej



42. Residdum, singularnosti vrste

Residuum funkcije f v tocki zg je koeficient a_; pri ¢lenu (2 — 2z9)~! pri razvoju funkcije v
Laurentovo vrsto okrog tocke zg.

Res,—z, f(2) = a_1 = 1?2]"(2) dz

211

Pogoj: analiti¢cnost funkcije f na koncentri¢nih krogih.

7{ f(z) dz = 2mia_y
C

Denimo da ima funkcija f v tocki zy singularnost, potem lo¢imo tri vrste singularnosti.

(a) Ce so vsi éleni ¢,, n = 1,2,3, ... pri razvoju funkcije f v Laurentovo vrsto v okolici zg,
enaki ni¢, potem je zp odpravljiva singularnost.

(b) Ce so vsi éleni ¢, n = ng, n1, .. enaki ni¢, ¢, # 0, je v 2y pol n-tega reda.
(¢) Ce je neskonéno ¢lenov ¢, razliénih od 0, je v zy bistvena singularnost.

Racunanje residuov:

(a) Ce ima funkcija f v tocki zg pol prve stopnje, ra¢unamo

Res,—,, f(z) = lim (z — 20) f(2)

Z—r20
(b) Ce ima funkcija f v tocki zg pol m-te stopnje, racunamo

. dmfl
(m — 1)! zgrzlo dzm—1 (

Res,—, f(2) = (2 — Zo)mf(z))

43. Izrek o residuih

Naj bo f analiticna na obmocju D razen v konéno monogo singularnih toc¢kah znotraj obmocja
D. Potem je

fC:aD f(z) dz = 2mi ; Res,—;, f(2)

z;...singularnost znotraj krivulje
44. Racunanje realnih integralov s pomocjo integracije v kompleksnem

(a) Integral racionalne funcije izrazov cos ¢, sin ¢ na intervalu [0, 27].

2w
/ R(cos p,sinp) dp
0

Pri ¢emer je R racionalna funkcija, naprimer

2 2

-1

[ e ™)
0o 2-+sing
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Take integrale lahko izra¢unamo s pomocjo izreka o residuumih. Uvedemo novo spre-
menljivko z = e'¥ ~» dz = €*¥1 dp in zato

e 4 e L4 71

cosp = 5 = 5
. el — i z—2z"1
YT Ty T Ty

Pomenbno, ker integriramo od 0 do 27, v kompleksnem integriramo e¥ od 0 do 2, to
pa je ravno kroznica s polmerom 1, torej zakljuCena krivulja. V konkretnem primeru

(enacba 7) dobimo
/2”cos2so—1d _74 (57~ 1de
0 2+sing = 02—1-(%) 1z

(b) Racunanje integralov racionalne funkcije, pri ¢emer je stopnja v imenovalcu vsaj za 2
vecja od stopnje v Stevcu, na intervalu [—oo, oo]. Naprimer

[%S) 2
-1
[k
oo TP 2z

Pisemo z = z in definiramo krivuljo C,, na naslednji nac¢in (slika 8).

—n Cin n
Slika 8: Skica k lo¢ni dolzini krivulje

C, je zakljutena krivulja, torej je integral §Cn f(2) dz enak vsoti residuumov znotraj
krivulje.
Razdelimo krivuljo C,, na dva dela Cy, in Cs,. Potem je

f(z) dz = (z) dz + f(z) dz
Chn Cin Can
—————
>~ Res zgornje polravnine S22 f(@)da 0

45. Konformne preslikave

Konformna preslikava je preslikava f : C — C, ki ohranja kote in orientacijo.
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m f(C1)

f(Cz
Cy

C2

Slika 9: Konformna preslikava

Naj bo f analiticna funkcija. Potem je f konformna preslikava, razen v tockah, kjer je
fl(z)=0

Primeri konforminh preslikav:

I
&
]
..
23
-
S
[
&
=}
—
®

=7z, razteg

= %, inverzija

. Lomljena linearna transformacija

Mobesuva ali lomljena linearna transformacija je preslikava oblike

az+b

&)=y

pri ¢emer a,b,c,d € C.
Izrek
Mobisova preslikava je kompozitum translacija, rotacije, raztega in inverzije.

Mobisuva preslikava preslika mnozico kroznic in premic v mnozico kroznic in premic.
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