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12. vAJA 12 MATEMATIKE 2 (UNI)

avtorica: Melita Hajdinjak
datum: Ljubljana, 2008

VEZANI EKSTREMI FUNKCIJ — NADALJEVANJE

1. n_ah:}ga:‘D " Poiiti vezane ekstreme funkeije f(z,y,2) = & — 2y + 2z, kjer je vez podana
z enatbo 22 + 32 + 2% = 1.

Lagrangeova funkcija je
F(‘Tﬂy?z;/\) = f(xvy:z)'i'/\'g(mgy;z) = 93-—2y+22+)\ . (132'?'3/2“‘?“22-‘ 1)
Iskani vezani ekstremi lahko nastopijo v stacionarnih toékah Lagrangeove funkcije:

Fop = 142x=0
Fy = =242\y=0
F, = 242 2=0
Fy = 22+ +28-1=0

Iz prvih treh enaéb lahko izrazimo neznanke 2,y, z in dobimo:

S
TTw VT ATTY
Sledi y = —2z in 7z = 2z, kar lahko vstavimo v zadnjo enatbo:

224+ 4e® + 42 - 1 =0,

Dobimo 2% = § in zato £; = }, #, = —1. Izratunamo Se pripadajoée koordinate y in 7 in
dobimo dve stacionarni tocki:
1 ¢ 2
Tl(_§: o "g),
i 22
Ty(z, -2, 2,
2(3 ? 3 ¥ 3)

Ker zvezna funkeija na kompaktnem obmo&ju (v tem primeru sfera s polmerom 1) za-
vzame oba ekstrema (vezani minimum in vezani maksimum), moramo le §¢ izradunati
obe funkeijski vrednoesti v stacionarnih todkah:

12 2
f(""§a ga ""'é') - "3s

1 22
f('év _§’ §) - 3!

kar pomeni, da funkcija f zavzame minicoum v totki 77 (manjsa funkcijska vrednost) in
maksimum v totki T, {ve&ja funkcijska vrednost).

www.stromar.si 5 1



AN

)2): ve;zani minimum in f(-3,2,-%) = -3, TH(3,-2,%) . vezani
3 =3

2. naloga: Poisti vezane ekstreme funkcije f(z,y, z) = 22 — 14z +y? — 8y + 48 + 22 — 8z,
kjer je vez podana z neenatbo 22 + 32 + 22 < 1,
Ker je vez (ki je v tem primeru krogla) podana z neenacbo, Jo moramo razdeliti na dva
dela:

a.) 2% +9? + 2% < 1: notranjost krogle,

b.) 2%+ y* + 22 = 1: plast krogle (sfera).
Kandidati za vezane ekstreme funkcije f(z, y, z) 80 zato:
a.) Stacionarne tocke funkeije f(z,y, z), ki le#ijo v notranjosti krogle (tj. zado#tajo neenadbi

2+t + 2t < 1)

Stacionarne totke funkeije f(x,y, ) so resitev sistema enadb:

fi = 2z-14=0,

f ; = 2y — 8= Da

fi = 2z2-8=0.
Dobimo eno samo stacionarno tocko Ty(7,4,4). Ker ta totka ne le#i v notranjosti
krogle, tj. ne zadoS&a neenathi 2 + y* + 2% < 1, ni kandidat za iskane vezane ek-

streme. V tem koraku tokrat nismo nasli nobene tocke, v kateri bi funkeija f(z, y, 2)
ob dani vezi lahko zavzela maksimalno ali minimalno vrednost.

b.) Stacionarne totke Lagrangeove funkcije

F(:L‘, w2 )‘) = f(ms Y, z) + Ag(m‘, 7 z),

kjer je g(z,y, 2) = 2% + 9% + 2% — 1 = 0 vez, ki se nanaja na sfero s polmerom 1.

Poistimo torej stacionarne totke Lagrangeove funkcije
Flz,y,5;0) = 2> —~ Mz + 13> -8y + 48 + 2° - Sz + A(z? + ¢ + 2° - 1),
ki jih dobimo kot resitev sistema enadb:

Fi = 22— 14+ -2z =0,
F, = 2y—8+4+X-2y=0,
F, = 2z—8+4+X-2:=0,
F = 224y +22~1=0.

www.stromar.si



Sistem lahko npr. refimo, tako da iz prvih treh enaéb izrazimo spremenljivke z,y, z
in dobljene izraze (odvisne samo od A) vstavimo v zadnjo ena&bo:

oo T
14N
_ 4
AREIY
_ 4
i n
T 1 4 4
—_— ) ] = ),
STV e VAR Car Y
Iz zadnje enacbe dobimo dve vrednosti: A = 8 in Ay = —10. Sledita stacionarni
todcki:
7 4 4
Tl(‘g“, g}': 'g'))
7 4 4
Blogg g

Dobili smo torej dva kandidata, v katerih funkcija f(z, y, z) lahko doseze vezana ekstrema.
To sta tocki Ty in Ty. Ker zvezna funkeija na kompaktnem obmotju (v tem primeru krogla,
8 polmerom 1) zavzame oba ekstrema (vezani minimum in vezani maksimum), moramo
le 8¢ izratunati obe funkcijski vrednosti v stacionarnih todkah:

Sledi, da funkcija f zavzame minimum v toéki T} (manjsa funkcijska vrednost) in maksi-
mum v tocki T3 (vecja funkeijska vrednost).

Rezultat: T1(I,5,%) : vezani minimum in F(3,4,5) =31, To(-1,-¢, —%) : vezani mak-
simum in f(~§,~3,—3) = 67.

3. naloga:P"** Poidi najmanjso in najvedjo vrednost funkcije z = e~**¥* pa obmotju
=] + Jyl < 1.

Dano obmotje je kvadrat v ravnini z ogliséi (0,1), (~1,0), (0,~1) in (1,0). Iséemo naj-
manjso in najvedjo vrednost funkeije na tem kvadratu. Ti dve vrednosti lahko nastopita
kot lokalna ekstrema v notranjosti kvadrata ali pa kot vezana ekstrema na robu kvadrata,
Najprej poistimo lokalne ekstreme v notranjosti kvadrata. Stacionarne tocke, ki so kan-
didati za lokalne ekstreme, so totke, v katerih so prvi parcialni odvodi enaki 0

Ay = e——wgmyz : (—'21') =0
2, = TV L (~2) =0

Ker doseZe funkcija e* samo pozitivne vrednosti, iz zgornjih enacb sledi z = 0 in y =0
Edina stacionarna totka je zato T1(0,0). Ta totka lezi v notranjosti kvadrata, zato je

; 3
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kandidat za iskano najmanjSo oz. najvetjo vrednost. Ce ne bi lezala v obmod&ju, bi jo iz
obravnave izkljugili, zdaj pa jo moramo obravnavati kot morebitno iskano totko. Ker bo
na koncu pomembno samo, kje je najvetja in kje najmanjsa vrednost funkeije {izracunati
bo treba funkcijske vrednosti), ni nujno, da zdaj ugotovimo, ali je v tej tocki lokalni
minimum ali lokalni maksimum.

Zda] poistimo e vezane ekstreme na robu obmodja, na stranicah kvadrata. Vse &tiri
stranice opisuje enacba g(x) = |z| + |y] — 1 = 0. To je vez Lagrangeove funkcije:

2,y 0) = ¢ + Mjal + [y] - ).
Kandidati za vezane ekstreme so stacionarne totke Lagrangeove funkcije:

Zy = —2pe V4 Azl =0
Z, = —%e~" V" 4 Ayl =0
Z o= lel+ly-1=0

Pri tem je |z, odved |z| po spremenljivki z in lyl, odvod |y| po spremenljivki y. Bodimo
pazljivi na to, da |z} in |y| v tocki 0 nista odvedljiva (leva in desna odvoda nista enaka,
imamo #pico). To pomeni, da moramo kot potencialne kandidate za iskane totke obrav-
navati tudi tocke T5(0,1), T3(1,0), T4(0, —1) in T5(—1,0), torej ravno oglista kvadrata.

Drugje pa velja:
o I, >0 r 1, y>0
m"‘_{—d; <0 !yiiﬂ*”{-—l; y <0
Iz prvih dveh enadb zgornjega sistema sledi:
2ze™"V = Al
e = Alyl,
Ce obe enagbi delimo, dobimo zvezo:
z _ |zl ’ '
Z- 1 o syl = ylal.
¥

Iz tretje enagbe zgornjega sistema za stacionarne totke v vsakem primeru sledi

el =1 oz lz|= %

Sedaj lofimo dve moZnosti:

z in y sta enako predznatena: z=y = Ty(3,3),Tr(—3,—1),

a in y sta razliéno predznafena: z=—y = T3(3,-3), Te(-1,3).

Zdaj moramo samo Se preveriti, kakine so funkeijske vrednosti v dobljenih devetih toékah:

f(0,0) =1 = najvedja vrednost na danem obmoéju v T3(0,0),

f(0,1) = e™' = najmanjia vrednost na danem obmogju v T3(0, 1),

www.stromar.si g 4



F(1,0) = e~! = najmanjSa vrednost na danem obmog&ju v T3(1,0),
F(0,—1) = e™' = najmanjSa vrednost na danem obmocju v T4(0, —1),
f(—=1,0) = e™! = najmanjSa vrednost na danem obmo&ju v T5(—1,0),

f(3 Y =e1 = v T(},1) ni ekstremne vrednosti,

fl=4, - = e % = v Ty(—1,~1) ni ekstremne vrednosti,
fG-HY=e3 =2v Ty(3,—1) ni ekstremne vrednosti,
f(-34 = e = v Ty(—1,1) ni ekstremne vrednosti.

Rezultat: T1(0,0) : najvedja vrednost na danem obmodju f(0,0) = 1; T5(1,0), T3(0,1),
Ty(—1,0), T5(0, —1) : najmanjSa vrednost na danem obmodju f(1,0) = f(0,1) = f(—1,0) =
f(oa Hl) - e-l‘

DIFERENCIALNE ENACBE

O3NOVNI POIMI
Diferencialna ensgba reda n je zveza med neodvisno spremenljivko z, odvisno spre-
menljivko y ter njenimi odvodi ¥/, 9", ..., y™:
Flz,yy v,y =0
. . &
Pri tem je y' = £
RBed diferencialne enacbe je stopnja najvisjega odvoda.

Resitev diferencialne enaébe Fz,y,v',y",...,y™) = 0 na intervalu [a, b] je vsaka funkeija
g(z), ki je na intervalu [a,b] n-krat odvedljiva in za katero za vsak r € [a,b] velja
Flz,¢(z),¢(),...,9"™(x)) = 0 (zadosta diferencialni enatbi).

Resitev diferencialne enacbe n-tega reda je n-parametri¢na druZina funkeij.

Cauchyjeve naloga ali zacetni problem imenujemo diferencialno enacbo skupaj z zafetnimi
pogoji. ReSitev zadetnega problema je ena sama funkeija (parametre iz sploSne resitve
zadetni pogoji dolodijo).

4. naloga: Kateri diferencialni enatbi pripada druZina kroZnic (z — a)® + (y — b)? = r*?

Podana je 3-parametriéna druZina funkcij. Parametri so @, b in r, torej obe koordinati
sredi§¢a in polmer. Diferencialna enatba, katere splodna resitev bo dana druZina kroznic,
bo zato 3. reda, kar pomeni, da bo stopnja najvidjega odvoda, ki ga bo vsebovala, enaka
3.

www.stromar.si 3 5



Do iskane diferencialne enatbe pridemo, tako da dano enatbo odvajamo po edini neodvisni
spremenljivki z (implicitno!) in se pri tem znebimo vseh treh parametrov. Ko jo odvajamo
prvié, dobimo:

Az—a)+2y-b)y =0 oz z~a+(y—by =0.

Zdaj odvajamo se drugi¢ (bodimo pazljivi na zadnji élen v vsoti, ki ga moramo odvajati
kot produkt dveh funkcij), da dobimo:

L+yy' +(y- by =0

Ostal nam je le 8e en parameter b. Ce enatbo ponovno odvajamo v tej obliki, se ga ne
bomo znebili. Treba je enatho zapisati tako, da b ne bo nastopal v produktu z 5,3/ ali y".
Na primer tako, da y — b iz enacbe izrazimo:

Odvajajimo &e zadnjié:
L 2yrynyu - (1 + yrz)ym
Y = - " .

Dobljena diferencialna enatba je brez parametrov, samo §e poenostavimo jo:

3y_.«yn2 = (1 + ym)ym‘
Rezultat: 3y'(y')? = (1 + (¥')*)y".

5. naloga:”N Pokati, da je druzina funkeij y = Cye® + (e reditev diferencialne enacbe
¥ -3y +2y =0

Namig: Funkeijo odvajamo in vstavimo v diferencialno enadbo.

Dana 2-parametriéna drugina funkcij je resitev diferencialne enathe 2. reda, de ji zadosta,
tj. & funkcijo y vstavimo v levo stran diferencialne enatbe, moramo dobiti 0. Preden
lahko to naredimo, moramo izraCunati e o' in ", ki v enashi nastopata:

y = C1e% + Coe™,
¥ = C1e” + 20",
y” = Cj e® + 4026‘23;.
Funkeije ¢, ¢/, " sedaj vstavimo v levo stran diferencialpe enatbe:
V' -3Y +2y = (Cre” +4Ce™) — 3(Che” + 2056%) + 2(Cre” + Cre™)
= Ce* + 46‘26% — 36" — '60262w + 2Ce° + 2028“
0.

Sledi, da je podana druZina funkcij res splosna resitev diferencialne enadbe.

A6
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DIFERENCIALNE ENACBE PRVEGA REDA

Zagetni problem (Cauchy-jeva naloga) je v primeru diferencialnih enath 1. reda taksne
oblike:

F(m)yﬁ yi) =0,
y(wo) = Yo

DIFERENCIALNE ENACBE Z LOCLJIVIMA SPREMENLJIVKAMA

Tako imenujemo diferencialne enaébe oblike:

y' = f(z)g(y) oz f(z)dz = g(y)dy.

Navodilo za refevanje: Vstavimo ¢ = %, lo¢imo spremenljivki in integriramo.

6. naloga: Resi diferencialno enatho z loéljivima spremenljivkama;

a,.) yl - ea:+y

Najprej se prepritajmo v to, ali ima dana diferencialna enacba res loéljivi spre-
menljivki, tj. ali lahko desno stran zapiSemo kot produkt funkeije spremenljivke x
in funkcije spremenljivke y:

3 = e%eV.

Sedaj namesto y' vstavimo 2 in dobimo:

4y = g"e¥.

V naslednjem koraku logimo spremenljivki, tj. enatbo preoblikujemo v obliko f(z)dx =
gly)dy:

dy = ¢"e¥dz [mnozimo z dz)
e ¥dy = e'dr [mnoZimo ze Y|

/ e"¥dy = ] e“dx [integriramo enaibol
—e ¥ = e+ [konstanto je treba dodati le na eni strani]

Resiti diferencialno enatbo pomeni poiskati funkeijo y, ¢e se le da, v eksplicitni
obliki. Zato zgornjo enacbo pomnozimo z —1 in jo logaritmirajmo:

Ine™ =In{—e* ~C) = y=—In{—e"~C).

Rezultat: y(x) = —In{—e* — C)
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b.) ' = e™*¥, y(0) = 1 (zatetni pogoj)
Dan je zacetni problem ali Cauchyjeva naloga. Ker je diferencialna enatba enaka
tisti iz naloge 6 a.), lahko splosno reditev kar prepisemo:

Yz) = —In(—e" - C).

Resitev zatetnega problema dobimo, tako da v splodni refitvi upostevamo e zatetni
pogoj y(0) = 1. Torej:

l=-In(-e"~C)=-In(-1-0).
Sedaj sledi
~-1-C=¢'! 0z C=~-1-¢"".
Resitev zaletnega problema je sedaj funkeija y{z) = — In (—e® + 1 + e ).

Rezultat: y(2) = —In(—e* + 1 47 1)

HOMOGENE DIFERENCIALNE, ENAGBER

Tako imenujemo diferencialne enaébe oblike:
t y !
= _ , == 0
y=f(7) oz Fly,7)

Navodilo za reSevanje: Uvedemo novo odvisno spremenljivko u = £, tj. za nastavek
vzamemo y = zu (sledi ¥ = u + zu'), dobimo diferencialne enatho z loéljivima spre-
menljivkama.

7. naloga: Resi homogeno diferencialno enagbo zy’ — y = ztgd.

Najprej se prepricajmo v to, ali je dana diferencialna enagba res homogena, tj. ali lahko,
ko izrazimo g/, desno stran zapiSemo tako, da se spremenljivki z,y pojavljata samo v
kvocientu £:

Y
x
Diferencialna enacba je torej homogena, zato (namesto y) uvedemo novo neodvisno spre-
menljivko:

: ¥
= tg—.
¥ +g$

o= -,
xr

Sledi y = zu in yf = ¢+ zu’ (u je zdaj funkcija spremenljivke z, zato je njen odvod enak
%'}, Po zamenjavi dobimo:

u+aou =u+tgu oz. zu = tgu.

Vemo, da je to diferencialna enacba z loéljivima spremenljivkama. I38emo funkcijo u(z).
Dif. enagbe tega tipa reSujemo, tako da namesto odvoda u’ vstavimo gi‘f:

z:du—tu
dr =~ B

8
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Lotimo spremenljivki:

zdu = tgudr |[mnoZimo z dz]

du = dz [delimo z z in s tgu]
tgu z

du [ dz [integriramo enagbo)
18U T

Posebej integrirajmo levo stran, saj integral ni elementaren:

du cos v du _ _ sinu
- = [namesto tgu smo napisali ]
sinu

tgu COS

= / %f = [vpeljali smo novo spremenljivko t = sinu = dt = cos udu]
= Int+C=lInsinu+C
Vrnimo se na refevanje diferencialne enaébe (enakost nedologenih integralov):
Insinu =Inz+InD.

Pri tem smo namesto dveh konstant pisali samo eno in 8e to v obliki In D, ki je bolj
primerna takrat, ko imamo opravka z logaritmi (e pri integriranju vsaj enkrat dobimo
logaritem). Ta zapis bo vEasih kljuénega pomena na poti do refitvel
Sledi

Insinu = lnDx oz. sinu= Dx in u = arcsin Dr.

To je reditev diferencialne enadbe z lo€ljivima spremenljivkama, reditev zacetne diferen-
cialne enacbe je tedaj:
y = zu = g arcsin Dz,

Rezultat: y{z) = x arcsin (Dzx).

8. naloga: Resi homogeno diferencialno enagbo (zy' — y)* = 2° — ¢,

Najprej se prepri¢ajmo v to, ali je dana diferencialna enacba res homogena, tj. ali lahko,
ko izrazimo 3/, desno stran zapiSemo tako, da se spremenljivki z,y pojavljata samo v

kvocientu %:
zy ~y=E\/2? -y,

- T

Y x T

TR AT
=24 /1 (D)
y =7 (J

Diferencialna enaiba je torej homogena, zato (namesto ¥) uvedemo novo neodvisno spre-
menljivko:

x
Sledi y = 2u in ¥ = u + zu’ (u je zdaj funkcija spremenljivke z, zato je njen odvod enak
u'). Po zamenjavi dobimo:

wu+au =ut V1 —u? oz zu =£V1-—u2
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To je diferencialna enaéba z lotljivima spremenljivkama (is¢emo funkeijo u(z)). Dif. enasbe
tega tipa resujemo, tako da namesto odvoda u’ vstavimo .

w%:i\,/lwu?.

Lotimo spremenljivki in integriramo:

zdu = *+1-—uldz [mnozimo z dz

dz
du = —; [delimo 2z £ V1 —u? in 2 7]

+ / B = / do [integriramo enabol
J V1I—u? T
tarcsiny = Inz+InC [konstanto spet napiSemo v obliki In ()
arcsinu = £InCzx

v = =sin(lnCz)

To je resitev diferencialne enagbe z loéljivima spremenljivkama, resitev zacetne diferen-
cialne enatbe je tedaj:
¥ = zu = *zsin (In Cr).

Rezultal: y(x) = Lrsin(InCx).

LINEARNE DIFERENCIALNE ENAGBE 1. REDA

Tako imenujemo diferencialne enatbe oblike:

p(z)y + q(z)y = r(z),
Splodna reditev je oblike
y(T) = yn + ¥y,

kjer je y, resitev homogene linearne enacbe, Y¥p pa neka partikularna reditev (zadosta
diferencialni enacbi).

A. Homogeni del (dobimo y3):
ple)y +qlax)y =0
To je diferencialna enatha z lodljivima spremenljivkama. Dobimo resitev y;, =
Ca(x).

B. Nehomogeni del (dobimo y,):

p(z)y + g(z)y = r(=).

Refujemo z metodo veriacija konstante: Za nastavek vzamemo ¥ = Clz)g(x)
(konstanto iz reSitve homogenega dela variiramo), ga odvajamo 3/ = C'(z)g(z) +
C(x)g'() in vstavimo v diferencialno enagbo. Iz dobljene enatbe izrafunamo C'(z).

100

www.stromar.si



9. naloga: Resi linearno diferencialno enatbo zy —2y = 2z 7 zafetnim pogojem y(1) = 2.

Vemo, da je splodna reditev linearne diferencialne enatbe oblike

y(i’,‘) = Yy + Yp

kijer je y refitev homogene linearne enacbe, 1, pa partikularna reditev.

A. Homogeni del (ratunamo y):

zy —2y=0

To je diferencialna enadba z lodljivima spremenljivkama. Namesto odvoda 3/ tore]
vstavimo %, lotimo spremenljivki in integriramo:

dy

x 2
dr v
xdy 2ydzx
d d
9y  pd
Yy z
d d
/ dy _ 5 f&
y z
Iny 2lnz+InC
Iny Inz*+InC
Iny = hCz®
Yy Cx?
Resitev homogenega dela je torej y, = Cz?.
B. Nehomogeni del (racunamo y,):
zy — 2y = 22,
Resujemo z metodo variacija konstante. Ker je reditev homogenega dela y, = Cz?,
R za nastavek vzamemo y, = C(x)z* (konstanto iz g, variiramo). Nastavek odvajamo:
y = Clz)a,

Yy = C'(z)2* +O(z)- 2.
Sedaj y in y' vstavimo v dif. enafbo in izratunamo ¢ (x):
2(C'(z)z? + Clz) - 2z) — 2C(z)a* = 22°,
C'(z)a® = 224,
C'(z) = 2z,
Clz) = med:z: =% + D.

Ker iStemo samo eno (partikularno) reditev, lahko vzamemo [ = 0 in dobimo
C(x) = 2%, Iz nastavka sedaj dobimo partikularno resitev yp = Clz)z® = z*.

[ www.stromar.si
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Ry
Sploéna resitev diferencialne enacbe je

Y=y +up =Cr?+ 2%,
Poistimo Se resitev zadetnega problema. Upostevajmo zatetni pogoj y(1) = 2:
2=C+1 = C=1 = y=2°+2*
Rezultat: y(x) = z4 + 22,

10. naloga: Resi linearno diferencialno enattbo 22y + zy + 1 = 0.
Splogna refitev linearne diferencialne enacbe je oblike

y(x) = yn + Yy,

kjer je yp resitev homogene linearne enacbe, y, pa partikularna resitev. Enacho najprej
uredimo, t]. zapigimo jo v obliki p(z)y’ + g(z)y = r(=z):

2y + zy = —1. ~
A. Homogeni del (ratunamo y):
'y +zy =0
To je diferencialna enaéba z lodljivima spremenljivkama. Namesto odvoda ¢ torej
vstavimo -34:7, lo¢imo spremenljivki in integriramo:
dy
2
= = -
dz 4
dy = —zyde
dy = dx
y x
[9--/%
y x
Iny = —lnz+hnC
1 = In-— S
ny n—
_a
v=73
Resitev homogenega dela je torej y), = %
B. Nehomogeni del (raéunamo y,):
22y +xy = —1.
Rebujemo z metodo variacija konstante. Ker je reditev homogenega dela y, = %, za
nastavek vzamemo y, = %ﬁ (konstanto iz y, variiramo). Nastavek odvajamo:
Clz
) O
, _ Clz)z - Clx)
y - 2:2 -
102 -
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Sedaj y in 3 vstavimo v dif. enatbo in izracunamo Clz):

' IR .
ACR-Cw) | Ca) _
x X

C'z)z — C(z) + Clz) = —1,
@)= -,

C(m):»—f—};d = —~Inz+ D,

Ker istemo samo eno (partikularno) refitev, lahko vzamemo D = 0 in dobimo

C(z) = —Inz. Iz nastavka sedaj dobimo partikularno refitev y, = Cf:‘ = -z

Splosna resitev diferencialne enalbe je

C Inz

Y=ttty =T "

Rezultat: y(z) = € — BL,

BERNOULLIJEVE DIFERENCIALNE ENACBE
Tako imenujemo diferencialne enagbe oblike:
p(z)y + qlz)y = r(z)y™

Navodilo za resevanje: Uvedemo novo odvisno spremenljivko v = 1%, jo odvajamo
u = (1 — a)y~*y, vstavimo v enatbo in dobimo linearno diferencialno enatbo 1. reda.

11, naloga: Resi Bernoullijevo diferencialno enaébo {z + 1)(yy/ — 1) = ¢*.
Preverimo najprej, ali je dana dif. enatba res Bernoullijeva:
(@+ 1)y ~ )=y
(z+ Dy — (x+1) =9 [delimo z y]
{z+ 1)y — (x+ 1)3 =y

(+1y —y=(z+ Ly’

Vidimo, da je res Bernoullijeva in a = -1 Navodilo za reSevanje pravi, da moramo
(namesto ) uvesti novo odvisno spremenljivko:
u' = 2y

www.stromar.si
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Iz oblik u in ¥' vidimo, da bo najlaZje, ¢e ju vstavimo v obliko diferencialne enazbe, ki je
v zgornjem postopku preoblikovanja enaébe zapisana kot druga:

(E+Dyy' —(z+1) = ¢,

(x+1)%’w~(a:+1)mu.

Vemo, da smo na ta nagin dobili linearno diferencialno enatbo 1. reda, ki v klasidni obliki
izgleda takole:
(x+ 1 — 2u=2{x+1).

I8¢emo reditev u{z).
A. Homogeni del (raéunamo uy,):
(z+ 1w ~2u=20

To je diferencialna enacba z logljivima spremenljivkama. Namesto odvoda u’ torej
vatavimo %, lo¢imo spremenljivki in integriramo:

L du
(z+ l)ae; = 2u
(z+1du = 2udz

du de

22 = 9

) z+1
'g_lft_z - 9 dz
% z+1

Ihe = 2ln(z+1}+InC
Iny = InC(z+1)°
v = Clz+1)?

Retitev homogenega dela je torej up = Clz + 1)2.
B. Nehomogeni del (ratunamo u,):
(@ + Dy’ ~ 2u = 2(x + 1).

Refujemo z metodo variacija konstante. Ker je resitev homogenega dela uy, = ¢ (z+
1)?, za nastavek vzamemo u,, = C(z)(z + 1)? (konstanto iz uy, variiramo). Nastavek
odvajamo:

u = Clz)(z+1)?,
v o= C'z}z+ 1P +C@) 2 +1).

Sedaj » in ' vstavimo v dif. enatbo in izrafunamo C(z):
(+ V(=) (= + 12+ C(z) - 2(z + 1)) - 2C(x)(z + 1)® = 2(z + 1).

C'z)z+1)° = 2(z + 1),

104
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2
C'Nz) = +—=s
(z) (z+ D2’
2 _ (z+ 1)1
Y Rr— N 2dp = 23l .
C(z) /(m+l)2 z / (z+1)"d= =3 + D
Ker is¢emo samo eno (partikularno) reditev, lahko vzamemo D = 0 in dobimo
C(x) = —%;. Tz nastavka sedaj dobimo partikularno resitev
2
Uy = ; P - 1Y = —2(= .
u, = Clz)(z + 1) ey 1(sc + 1) 2z +1)

Splosna resitev linearne diferencialne enacbe 1. reda je
w=uy+u, = Clz+1)* -2z +1).
Regitev zatetne Bernoullijeve dif. enatbe dobimo iz zveze u = y?. Torej,
y =ty =+/Clz +1)2~2(z+1).

Rezultat: y(z) = £/Clz +1)* - 2(z + 1).

FKSAKTNE DIFERENCIALNE ENACBE

Tako imenujemo diferencialne enatbe oblike:
apP o
P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0, kjer je N = B—%
V tem primeru obstaja taka funkeija z(z,y), da je

dz = P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.

Splosna resitev eksaktue diferencialne enatbe je torej dana implicitno z enacbo z(z,y) =
(. Do resitve pa pridemo, tako da refimo sistem enath:

12. naloga:PN Ali je diferencialna enagba 2zydz + (2? — y*)dy = O eksaktna? Ce je
eksaktna, jo resi.

Za eksaktno dif. enacbo mora biti izpolnjen pogoj

Pri nas sta
P(z,y) = 2zy in Qla,y) =2 -7,
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zato sledi:

F, =2z,
Q. = 2.

Pogoj je izpolnjen in dif. enafba je eksaktna. Do refitve z(z,y) = C pridemo, tako da
refimo naslednji sistem enath;

= P(z,y) = 2zy,
= Qz,y) = z* - 92-

‘ﬁN"‘ HN‘

Iz prve enaébe sledi

2
z(z,y) = / zdy = / 2wydz = 2@/% + D(y) = y=* + D(y).

Dobljeno funkeijo z(x,y) sedaj parcialno odvajamo po y:
2
z; =z + D;.
Iz druge enacbe zgornjega sistema sledi:
-y =2+ D,

kar pomeni, da je D(y), ki je le funkcija y, enaka:
3
D, =—y* = D(y)= / Ddy = ~ f yidy = __% (konstante ne pisemo).

Sledi .
o(z,9) =yo* + Dy) = yo* - &
in resitev eksaktne dif. enadbe je
3
2 % = O
yx 3

Rezultat: 3P gff = enatba je eksaktna, iy — 3"- = (.

13. naloga: Doloéi parameter ¢, tako da bo enacba 2z Iny + %y’ = 0 eksaktna, in jo resi.
V enadbo najprej namesto ¢ vstavimo % in jo ustrezno preoblikujmo:

“dy

2z lny+ = 0,

3:0.
2z lnydx + -g-dy ={.

Da bo dana dif. enatba eksaktna, mora veljati

op _ 3Q
dy Oz
246
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Pri nas sta a
T
P(z,y) = 2zlny in Qz,y) = 7

zato sledi:

2z
, —
==
. az*?
¢, = v

Vidimo, da je pogoj izpolnjen, &e je a = 2. Refimo torej eksaktno dif. enatbo

22
2z inydr + »-i;-dy = .

Do regitve z(z,y) = C pridemo, tako da re§imo naslednji sistem enath:

z;. = P(m:y) = 2xlny,
! xz
zy = Q(mﬂ y) = ;
Iz prve enalbe sledi

2
2z, y) = /z;dx = /2::: Inydz = 21ny%« + D(y) = Zlny + D(y).

Dobljeno funkeijo 2(z,y) sedaj parcialno odvajamo po y:

£
Z ==+ D,
Y y ¥
1z druge enaZbe zgornjega sistema sledi:
2 2
T
.:.C.... = — D;’
y ¥

kar pomeni, da je D(y) enaka:
D, =0 = D(y) = / D;dy =0 (konstante ne piSemo).

Sledi
2(z,y) = 2?lny + D{y) = z°Iny

in resitev eksaktne dif. enabe je
lny = C.

o)

Rezultai: a = 2, z(x,y) = ¥ lny, 2y =C, y = =3
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