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2.4 Merilna negotovost

Merilna negotovost jeparameter, ki pripada merilnemu
rezultatu.
« Ozn&uje razprsenost vrednosti, ki jih je mogée z
doloceno verjetnostjopripisati merjeni vedini.
* Navajakakovost merilnega rezultatamanjsa
kot je, bol] kakovosten je merilni rezultat.

« Ce izhajaiz niza neodvisnih opazovanj(posledéno iz
gostote verjetnost), govorimonegotovosti tipa A- U,;

« Cene izhaja iz nizaneodvisnih opazovanj (npr.: izhaja iz
domnevne gostote verjetnostpri eni meritvi), govorimo
0 negotovosti tipa B- u,
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Skupna negotovosie enakageometrijski vsoti:

U= U +ug

Ker je negotovost dot@na s standardnim odklonom jo
Imenujemo tudstandardna negotovost

Ce zelimo imetivedjo verjetnost (vejo stopnjo zaupanja), da
lezi resnEna vrednostv obmogju, ki ga dol@éa negotovost,
uporabljamaazsirjeno negotovost U.

M M2 -56



|
=P

=T

| o) el
.44#//

e

=
=

2.4.1 Standardna negotovost tipa Ai;

Ce imamo niz izmerkow, , X,, ..., X, izmerjenih pod
‘enakimi’ pogol, je:
— 1
+ aritmeti¢na sredina x=>-) x_
nz -
 |je najbol] verjetna vrednost alnajbolsa ocena
aritmetcne sredineu celotne populacije

n

Z(Xi,j _)_()2

» eksperimentalni standardni odklon s(x) =1/ —
* e najboljSa ocenastandardnega odklona populacijeo

Y M2 -57



|
=P

=

I )
.44#//

e

=
—

e eksperimentalnistandardni odkloaritmeti ¢ne sredine

n

Z(Xi,j _;()2
s(x) =22 =11

Jn n(n-1)

» je najbolj verjetna vrednost(x) populacije

Ker Imamo ponovljena neodvisna opazovanja |e
standardna negotovost tipa A -eksperimentalnstandardni
odklon aritmettne sredine:

s(x)_
9= 59 =)
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Ce nam je znamdruzeni eksperimentalnstandardni odklon
« = (=15 (x)+(n, ~Ds; (x) +--- +(n, ~1)s7(x)
; (n=1)+(n, =1)+---+(n, -1)

je standardno negotovosbolje ocenitiz:

()=

Vedno je potrebno v rezultatu navestevilo meritev oz.

Stevilo prostostnih stopenj v=> (n -1)=) v
=1

=1
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2.4.2 Standardna negotovost tipa Bi; -

Kadar merilni rezultahe izhaja iz ponovljenih meritey, se
standardna negotovost IZmma na osnovi domneve
(znanstveno in z izkusnjami)predpostavljene porazdelitve

e enakomerna, e (Gaussova,
e trikotna, e Studentova, itn.
e trapezna,

Pri eni meritvi se standardnaegotovost tipa Bizracuna na
OSNOViI:

« specifikacij merilne opreme,
e podatkinh oumerjanju meril,
» toleranc uporabljenih merilnih sredstev itn.

MM M2 -60



|
=P

==
| o) el
.g 5]
e

e
—|

2.4.3 Enakomerna (pravokotna) porazdelitev

* Vse vrednostivelicine med spodnjo In zgornjo mejo so
enako verjetne

A
p(x)
a | a
< >i4 >
é 1/2a
p-a p-o [ p+o p+a X

Slika 2.11 Enakomerna (pravokotna) porazdeliggos{ota

verjetnosti je v mejahenakomerna p(x) =1/2a)

e
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* aritmeti ¢na sredina yon
(prvi vztrajnostni moment): N S
jp(X)XdX: L7 e _ 1 (u+a)” - (u-a) =

a 2a 2 2a 2
« varianca (drugi vztrajnostni moment):
cllais
1 A1 (vaf-(-a) &
X)(x — 1) dx = Ho3 = =
ﬂ[ap( Jx=) 2a 3 2a 3 3

e standardna negotovost (tudi standardni odklon) pri
enakomerni porazdelitvi:
ux)=o =2 =058a

J3
medu—o in u+0 ca.58% (1/~/3) vseh vrednost
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Primer enakomerne porazdelitve je, kadar je podargna
vrednost lastnega pogreska =M .

Zgled:
» Digitalni voltmeter: M, =+(0,05%U, + 3dig)
e po dolaenemcasu kazeU, = 56182V :
 mejna vrednost pogreska:
M, =+(5.10* 56183V + 310,001V ) = +31mV

e standardna negotovost:

M, 31ImV
ulU)=—2= =18mV
LV)="5="17
e popolni merilni rezultat:
U =56182V, u(U)=18mV, n=1(ena meritev)
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2.4.4 Gaussova all normalna porazdelitev

A

p(z)

2=(x-p)o = plA)= e

N

7

-3 -2 -1 0 1 2 3 z

e interval zaupanja: 4 —zo/~/n ... u+zo/~n
« standardna negotovost u(x)=o/+/n

e z=7 dobimo ga iz stopnje zaupanga(tabela)

e
L M2 -64



Zgled:

PN AN Y
‘|||T|v1\|||vT
b b

Ll

e Uporovni etalon:

nazivna vrednost10Q

1z certifikata za upornostiC,00074:Q +12<uQ,
U, =12SuQ - razsSirjena negotovost

stopnja zaupanjad =99% = z=2,58

standardna negotovost
W(R) = zo/\n _129uQ
Z 2,58

=50uQ

!

M2 - 65



3000 Y

2.4.5 Studentova ali t-porazdelitev
« interval zaupanja: g —ts(x)/~/n ... g+ts(x)/~/n
« standardna negotovost u(x) = s(x)/~/n
e parametert =7
e dobimo ga iz stopnje zaupanfin Stevila
meritev (tabela)
Zgled: Upor za uporovni delilnik:
e 8-krat ponovljena meritev i185% stopnji zaupanja:
=1 =236
e pri 95% stopnji zaupanja je rezultat49:Q +12Q
ts(x)~/n_12Q _£Q
t 2,36

WII. M2 - 66
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e aritmettna sredinay i
2.4.6 Trikotna porazdelitev e standardna negotovost:

a
A ux)=oc=-—=041a
p(x) . ., () 6
< >« >
: A
Ia
: Y >
H-a H-0 u p+o  p+a X

Slika 2.12 Trikotna porazdelitev

e Medu—-o in u+o ca.65% vseh vrednosti - ze blizu
normalne porazdelitve5%).
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2.4.7 Trapezna porazdelitev

Trapezna porazdelitev je konvolucija dveh enakoihern
porazdelitev z mejama(1+p)a/2in +(1-B)a/2

Ap(x) e aritmetna sredinau
) a 9 a _ * standardna negotove
. pa »:4 pa - u(x) = a|1+p’
i i bk
i J(1+pa
.
p-a  p-o g pro  pu+ra X

Slika 2.13 Trapezna porazdelitev

B =0 - trikotna porazdelitev, f =1 — enakomerna porazdelitev

A
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2.4.8 U porazdelitev

U obliko dobimo pri porazdelitvi amplitudnih vredrios
sinusnega signaba= Asin(«t) v eni periodi in je oblike:

L e

()

e aritmeticna sredinay =0

1 » standardna negotovost:
A
11 UX)=0=—
T ( ) ﬁ
-1-g/A 0 +g/A1 x/A

Slika 2.14 U porazdelitevA=1)
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2.4.9Standardna negotovost izhodne vitie - u_(y)

lzhodna (merjena) veilina je funkcijaN vhodnih vel€in:
Y = (X, X,,..., Xy)

e Za oceno celothe standardne negotovosti uC(y)

(combined standard uncertainty) potrebujemo dobel
matematini model;

* lzmerjena vrednosy je le ocena izhodne veéine Y na
podlagi ocen vhodnih veélin in funkcijske povezave:

y =04 %, ... Xy)
= korekcija sistematnih pogreskov,
= pri eni meritvi je x, kar ocenaX,,
= pri ponavljanju pa jex ocena veliine X,.
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Vhodne veléine so lahko:
 medsebojnmeodvisne(pogosto);
o ali medsebojn@dvisne
Vhodne vel€ine so medsebojno neodvisne

Po razvoju entbe y = f(x, X,,...,x,) v Taylorjevo vrsto in
upoétevanju l€élenov prvega reda, dobino@lothno negotovost

y) =/ lau(x)l +[eu(x,)f +...+ [cqu(xy )
u,(y) =Ju1 (y)+ui(y)+...+ u2(y)

+ pri cemer s0: Uy(y) = Gu(x), .., Uy(y) =[cy u(x,)
delezizaradi negotovosti vhodnih veé;

0y - Oy - koeficienti olgutljivosti
oX, 0X,, =

A M2 -71




Zgled-1.: y=X+X,

« Koeficienta oldutljivosti:

* Celotna standardna negotovo

Zgled-2: y = A
X2

» Koeficienta olsutljivosti: ¢, = %Y = 1,

cl—a—y =1

EEd
£

= -
._J_m:/ |
Y I

X1
at; (

0% %

 Prispevka k celotni standardni negotovosti:

u(y) =lcju(x) =

1

X5

u(x,),

uz(y) - ‘Cz‘u(xz) =




e Celotna standardna negotovost:

uc(y):J(Xlzu(xl)jz{fgu(xz)jz

« Relativha oblika celotne standardne negotovosti:

“ciy):wc(y):mxl)wﬂ(xz)

=E
EE

=
£

= -
[y s
.g =1
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Vhodne velkine so medsebojno odvisne - korelirane

Odvisnost se nanasa naklju ¢ne spremenljivke.
Merilo za medsebojno odvisnost dveh naddjiln spremenljivk
je (ocenjena) kovarianca.

* Prinneodvisnih parih s@asnih izmerkov vhodnih vein
X, In X, Jekovarianca:

u(x, %) = n(nl_ 1);()(1| - X1)()(2,i - Xz)
« relativna medsebojna odvisnost je podankoeficientom
korelacije r :
U, %,)
u(x )u(x,)
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Celotna standardna negotovosfe:

:\/izljl:[clu +ZZZCCF(- ) Xi)u(xj)

=1 j=i+1

r(x,x;) - koeficient korelacije med1in +1
Zgled-1: y=X -

» Koeficienta olButljivosti: ¢, = %y =1, ¢, =—=-1;
0%, 0%,
« Celotna standardna negotovost.

y)=u’( )+ 2)(=2)r (%, %, Ju(x; Ju(x,)

e
L M2-75
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2.4.10 Razsirjena negotovost - U

Ce Zelimo podati interval z ¥ stopnjo zaupanjap(=95%
ali p=99%) uporabljamaazsirjeno negotovost

U =ku.(y)

« sfaktorjem razsiritve k pomnozena (celotna) standardna
negotovost,

e popolni merilni rezultat je sedaj: Y = yxU
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Povezavamed faktorjem razsSiritv& in stopnjo zaupanj@ ni
enozn&na.

e Odvisnaod porazdelitveizhodne vekine.

Kot prvi priblizek se uporablja kanormalna porazdelitev
(k =2).

Pri manjSem Stevilumeritev je bolje uporabit-porazdelitey,
ki Ima v, efektivnih stopen] prostostr

ug (y)

> U (y) v

e vella v

Ve = (zaokrozimo navzdol)-» t dobimo iz tabele

i
an
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Kadar zelimo poudariti stopnjo zaupapjanapisemo:

U p = kp uc(y) - tp(Veff )uc(y)
* U, pomeni razsirjeno negotovost s stopnjo zaup@hia

Zgled:
U smo merili 10-krattJ =12(,51V in s(U)=0,79V,
e Rsmo merili 5-krat:R =15,642kQ in s(R)=0,084kQ,
e u(P)=7U_P)=7 pri p=99%!
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e MOC na uporu: P = U _ (12051v) =928381ImW
R 15643kQ

. celotna standardna negotovost:
)= (P)+ui(P

. prlspevka k celotni negotovosti:
2UslU) 2012(51V 0,78V
(P)=/clu(v) =2 =) -

= =3,85mW
R /n 15643kQ 10
2 2
' (P):\cz\u(R)—U s(R) _ (12051V)" 0,084kQ 5 23mW

R /n, (15643%Q) 5
» celotna standardna negotovost:

= Ju?(P)+u2(P) = /(385mW)’ +(2,23mW)’ = 4,45mW

A
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)= Ju?(P)+u2(P) = /(385mW)* +(2,23mW)* = 4,45mW
. stevno efektlvnih stopen] prostosti:

v u4(y) _ (4,45mw)*

o ZU " (385mW)" 9+ (2,23mW)’ 4 =128

=128 . 12 - t (V) =tge(12) = 3,05

e razsirjena negotovost:
U, =kyu. (P)=1,(12) u (P)=305[4,45mW =136mW

A
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e popolni merilni rezultas standardnonegotov.:

P=9264mW, u (P)=45mW, v, =12

e sama celotna standardna negotovost Se n
omoga&a sklepanja o stopnji zaupanja!

e popolni merilni rezultak razsirjeno negotovostjo
P=92E6mW +14mW, k=305 v, =12, p=99%
ali

P=92g1+15[1072)mW,
k =305, v, =12, p=99%

e
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posamezne
izmerjene
vrednosti

nepopravljena

aritmeticna
sredina

popravek
(za odkriti
sistemati¢ni
pogresek)

popravljena
aritmeti¢na
sredina

prava
vrednost

merilni
pogresek
(neznan)

razprsenost
prave
vrednosti

popolni
merilni
rezultat

P

merjena velicina

v

vananca
(s*= u?)

posameznih
izmerjenih
vrednosti

aritmetine
sredine

odkritega

sistemati¢nega

pogreska

popravljene
aritmeti¢ne
sredine

nepopolne
definicije in
realizacije

skupna
varianca

s §! i
1 =) Al
i "gi'?\l}nnﬁ‘w
‘|||||v1v| i
lhiahan
S A

Slika 2.15 Prikaz odnosov r
Izmerjenimi vrednostmi, pogre

In negotovostmi
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2.5 Zaokrozanje stevilskih vrednosti

Popolni merilni rezultat navajamov obliki intervala:
e Zizmerjeno vrednostjo in merilno negotovostja

Pri navajanju popolnega merilnega rezultataoramo
zaokroziti:

* najprej negotovost,

* in nato izmerjeno vrednost.
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Negotovostpodajamo najve¢ dvema veljavnima ciframa

e Zaokrozamo jonavzgor, pri zaokrozanju pa upostevamo
samo prvo cifro, ki jo ze opustimo.

u=124 = u=13 u=4567 = u=4,610
u=0,0128 = u=0,012 u=45d = u=45
Uporabi ene sameveljavne cifre pri merilni negotovostise
Izogibamo, zato da ni vpliv zaokrozitve prevelik.

* Primer zaokrozitve na eno cifto= 0,031 nau, = 0,04:
= Weinek je enak, kot bi dodali negotovast:

Ju?+uZ=u, = u,=.u’-u?=.0,04?-0,037 =0,025

Pri vmesnih ratuninh merilne negotovosti obdrzimo &&o ali
dve dodatni cifri.

A
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|lzmerjeno vrednost zaokrozimo nalecimalnem mestu, kiga
dolo¢a (zaokrozena) negotovost

« Ce je desno od mesta zaokrozitve ena od cifer 0 ,do 4
zaokrozimo navzdol:
X=12,5434..
u=0,012 = X=12,543
« Ce je desno od mesta zaokrozitve ena od cifer 5 ,do ¢
zaokrozimo navzgor:
X=12,5435..
u=0,012 = X=12,544

Tudi za izmerjene vrednosti velja, daorabljamo vec cifer,
kot jih bomo rabili pri navajanju kon ¢negarezultata.

A
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